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Se f(x) ¢ una funzione della variabile x che soddisfa le seguenti condizioni:

o f(x) ¢ periodica con periodo L
o f(x) ¢ continua in ogni intervallo di ampiezza L, eccetto al piu un numero finito di punti

o f(x) ¢ modulo quadro integrabile tra 0 ed L:

[ TF OO dx<oo

allora si puo scrivere

27

f(x):%+Z[ancos(knx)+bnsin(knx)] con k, =n<~
n=1

2 5
2, == j f (x)cos (k x)dx

2 s .
b, == j f (x)sin (k x)dx




cormule di Eulero: e" =cosw+isinw e" =cosw+isinw
ormule di Eulero: R o o -
e ™ = cosw—isinw e ™ —cosw—isinw
e +e™ =2cosw e —e™ =2isinw
eiw_i_e—iw ) iw_e—iw
COSW = sinw = i
|

© i x % in2% x 2 . . .
F)= Y e =Yce - con kn=nT7Z Serie di Fourier

C_. = %(am —ib, )= %{%tg f (x)cos(k _x)dx —i %_[_i f (x)sin (kmx)dx}

14 isi &
= Ij_; f (x)[cos (k,x) —isin (k,x)]dx = fj

_L
2

L
2

—iky X _ 1 % —ik, X
f(x)e dx_E j_gf(x)e dx

«_ 1 : 13 im27 1 ¢4 —i(-m) 27 x 1 s |
Coom=C :E(amﬂbm):f.[-;f(x)e - dx:tj' f(x)e L dxzfj—;f(x)e

_L
2

1% . (g . 1.
c.=—|° f(x)e ™ dx==|" f(&)e™d&==—F(k
=L T =[, f(@)e ™ dg =~ (k,)

_L
2



Esempio di serie di Fourier: ’onda quadra v,

V, nTSt<(n+%)T
f(t) =+ . n=0,12,...
0 (n+§jT <t<(n+1T

0 T

— t
2 T 3T/2 2T 5T/2 3T
A )\ J

~

1

Y

0 n':l n=2
F(t) = % + > [a, cos(a,t) + b, sin (,1)]
n=1

n

27 2 .1 2 o1 .
dove @ =n"-=n27v, a == I_Tzf(t)cos(a)nt)dt, b, == _[_Tzf(t)sm(a)nt)dt

f(t) = Vo N 2V, isin[(Z p+1)2zvt] Variazioni in un piccolo intervallo di tempo
2

=0 2p+1 — grandi frequenze coinvolte.




Parita della funzione onda quadra e serie di Fourier

B _0 2V, & sin[(2p +1)27zvt]
0= pZ; 2p +1
9(t) = £ (1) 2V0 Zsm[(2p +1)27zvt]’ 9(t) = —g (1)

=0 2p+1

Traslando I'asse deitempidi T/4:

sin[(2p+1)2zv(t+ %)l
2p+1

ht) = g(t+1)= 2\’02

. h(t) =h(-t)

AA i cos[(2p +1)2zvt]
T p=0 2 p + 1

Vo
0 1
A g
\/,/2 .
¢ 0 t
T/2
A
v, /2 h
 — 0 o t
== T/4
T/4



Una funzione non periodica puo essere definita come una funzione periodica di periodo infinito.
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Una funzione non periodica puo essere definita come una funzione periodica di periodo infinito.
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Una funzione non periodica puo essere definita come una funzione periodica di periodo infinito.
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Una funzione non periodica puo essere definita come una funzione periodica di periodo infinito.
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Una funzione non periodica puo essere definita come una funzione periodica di periodo infinito.
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2 2
Lo>wo = f (X)—> f(X)
cioe

lim £, (x) = f (x)



1. 27 11

fL(x)= > ce* con ¢ =7 (k) Kk =N

£ (k)= j f, (x)e ™" r*dx = j f (x)e ™ *dx

kn+l_kn:(n+1)27z_n27r:n27z+27z_n27z:27z N EZM
L L L L L L L 2

< 1~ ik x < kn+ _kn = ik, x
fL(X): ZE L(kn)ekn = Z;—ﬂ_ L(kn)ekn

n=—oo

(k, — k (diventa una variabile continua)
K..,—k, —dk

L—)®:><i_)jw — f(X) J. —f(k) |kx
£ (k)= [ fo0e ™ dx > |T(k)= [ f (e dx F[f(X)]

Trasformata di Fourier f(x):zi [" fwerdk| [ fe0]
1.
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Funzione periodica — serie di Fourier:

a

f(x)= ?O + > [a, cos(k,x) +b, sin (k,x)]
n=1
dove k =n’%, a —Ef f(x)cos(k x)dx, b —Ef f (x)sin (k x)dx
" L "L N R "

f(x)= Y c,e'

1t —iky
dove Ch =T I_Ef(x)e dx

Funzione generalmente non periodica — trasformata di Fourier:

f (k) f (x)e ™ dx

@\. @\f

f (k)= ji f(x)e™dx = F[ f(x)]

f (k)e"™dk

f(x)= % j“; f(k)e™dk = q:—l[ f (k)] f(x)=



Funzione periodica — serie di Fourier:

f(X) = % +>[a, cos (k,x) + b, sin (k,x)]
n=1
dove k =n’%, a —Ef f(x)cos(k x)dx, b —Ef f (x)sin (k x)dx
" L’ LY N R "

o0 2 L 2 L f . k
(0= el AT | foocos(kx)dx, b, = | £ 00sin (k,x)dx

_1

*(x)e AL LA
dove ¢, =~ j_gf(x)e dx M\/\,\

Funzione generalmente non periodica — trasformata di Fourier:

f (k)= jif(x)e—ikdeET[f(x)] or f(¥)= _[:f(x)e‘iz””dx f (x)e " dx

==
f(x) = i jfo f(k)edk = F*| F(k)|= | f(@)e*di

f(x) = % jz f (k)e™*dk
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Trasformata di Fourier nel caso tridimensionale

f(k) =] f(ne ™ d°r=F[f(r)] f(k) = o )3/2jf(r)e “Td3r = F[F(r)]

k= [T0] T )

()= — o
27) [ et rdk=F7] f(k)]

( 3/2
Scelta delle variabili

_ k N s : .
X <> k oppure v =2—. Le due variabili hanno unita di misura inverse: me m™.
T

t < o oppure v= Pyt Le due variabili hanno unita di misura inverse: se s™ = Hz.
T

In spettroscopia si usa la radiazione elettromagnetica, che, per un singolo emettitore a distanza

infinita, e descritta da funzioni periodiche nello spazio e nel tempo con frequenza temporale ve

frequenza spaziale 1/4 (numero d’onda).

E(r,t) =E, cos(k, - — a,t) :J TIN 77 AT T 7
B(r,t) =B, cos(k, - r —a,t) / | })}} i /y}}} \\j %

i
|
_/|
/ |
I

i

Immagine adattata da https://it.wikipedia.org/wiki/Radiazione_elettromagnetica
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Trasformate di Fourier in termini di tempo e frequenza

1 (= ¢ iot £ s i2mvt ., £
segnale”  f()=—] f(w)e do=F| f()] . ft)=[ fe*dv=F| f()]
"spettro” (@) = jz f(t)e™'dt=F"[f(t)] f(v)= Lo f(t)e™*™dt = F [ f (t)]

Proprieta di parita. La trasformata di Fourier di una funzione pari/dispari e pari/dispari.
Funzione pari: f(t) = f(-t)
> f(w) = j_°° f(t)edt = | T (~t)eldt = | ©f(t)e'dt = | T f)e Mt = f(~w): (o) @ pari

—>—td—0 — -

Funzione reale pari: ™ (t) = f (t) = f (-t)
- (w) = j_°° f(t)e'dt = f(~w) = f(w): f(w) e reale e pari

Funzione dispari: f(t) = —f (-t), cioe f(-t)=—1(t)
- f(o) = | ) f(~t)e"dt = | ) f(t)eiwtdtz—f f(t)e "Mt = —f (~w): f(w) & dispari

t—>-td—o -

Funzione reale dispari: f ™ (t) = f (t) = —f (-t)
S (w) = j_"° f(t)e'dt = — j_“’ f(-t)edt = - [" f(t)e dt = - f ()

(@) + f(0) _—f(o)+ (o)

> > 0: f(w) @ puramente immaginaria e dispari

—Re| f(0) |=
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In generale, la trasformata di Fourier di una funzione reale e complessa:

trasformata coseno
) ) ) Re[f (a))]: j " £ (t) cos (wt)dt
f() =] f)cos(wt)ydt—i[ f(t)sin(wt)dt — ) -
B - Im[ f(e) |=-[ f(®)sin(ot)dt

trasformata seno

Possiamo allora definire 1’ampiezza dello spettro ‘ f(a))‘ = \/{ Re[ f(a))]}z + { Im[ f(w)]}z

Im| f ()]

e la fase dello spettro (0[ f(w)] — arctan - [f : )]
e f(w

La funzione cos é pari —  Re| f(-w) |= j_°° f (t)cos(-at)dt = | " f (t)cos (wt)dt = Re[f (a))]

La funzione sin & dispari — Im| f(-o) |=- j"; f (t)sin(-ot)dt = [ ‘1 f (t)sin(wt)dt =—Im| (o) |

Di conseguenza,

3 3 N Im| f (- i
(o) =|f(o) p| f(-w) |=arctan m% fE Z)] =—¢| f(a)]



Se f (t) e una fuzione reale pari,

pari x pari = pari

[ f®)cos(wt)dt =2[ " f (t)cos(wt)dt i 3
- 0 - f(w)=2 j f (t)cos(wt)dt
[” f(sin(at)dt=0 ’

che e un altro modo per dimostrare che la trasformata di Fourier di una funzione reale pari e
pure reale pari.

Se f (t) e una fuzione reale dispari,

dispari x pari = dispari
| " f(t)cos(wt)dt =0 i .
- . - f(w)=-2i jo f (t)sin(wt)dt
j f(®)sin(ot)dt =2 jo f (t)sin(wt)dt

che e un altro modo per dimostrare che la trasformata di Fourier di una funzione reale e pari €

pure reale e pari.

17



Esempio 1. Funzione coseno (anticipazione).

parte reale  parte immaginaria

COs 2ﬂVot "';" [8(\/ + Vo) + 8(V - Vo)]
WA ot
t “Vo 0 Vo 0
sin 27v,t 2 [8(v + V) = (v = vy)]

£
wqhvﬂvavaﬁ A
|

0 <0
Esempio 2. Decadimento esponenziale unilaterale (nessuna definita parita): f (t) ={ a s g
e >

e 1 a-iem  a o
- - - -\ a2 2 12 2
, atio (a+iw)(a-iw) a’ +o a’+w

Lorentzian funzione di

(a) (b) dispersione
(parte reale)

———————————————————— (a) (b)

f(w) = j: e e dt = j: e @Heldt =

—(a+iw)

18
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Esempio 3. Decadimento esponenziale simmetrico: f(t)=e ", con a > 0. A differenza della

esponenziale unilaterale, questa funzione e pari; quindi

iot —iwt

~ _ 0 . 0 _at _ o0
f(w)=2 jo f (t)cos(wt)dt = 2 jo e cos(wt)dt = 2 jo e dt
. _ _ (-a+io)t |* (a+io)t |° . I
:J‘ |:e(_3+|w)t +e_(a+|w)t:|dt _ e - _ e - _ 1 n 1 _ a+I6;)+8.2 lw _ 228. _
0 —a+tlo|, a+tlo|, a-lo a+lo a +w a” +w
f(t)=e" f(w)
|
|
|
|
|
|
|
t } . I
-a O a a

In generale, Af - Af > >, Af Af = > sef e f sono gaussiane.
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T "Funzione” delta di Dirac e sua trasformata di Fourier
£ (t (1 T T
. (t) —  for t0—§<t<t0+—
o i S, (t—1,) =+ ’
.
|
P % 0 forft—t,|>—
|
=%t t+3 k o
j“’ 5,(t—to)dt=r1:1 j‘” f(t)o,(t—t,)dt = f(t,)
—00 T —00
- tp—% t, t,+z ot
r>0 = 5,(t-t,) > 5(t-t,), taleche | [ f()St-t,)dt=f(t,)
~ © , 0o ts ot t0+% “io(t+Z “io(t, -
O, (w):j 5T(t—t0)e"“’tdt:1_[t 2e"“’tdtzle_ - _1 [e olg) _ gl ’-’)}
" - 73 T -lw| . —lot
02
Rl 2 _eg2  _ sin(wr/2 ~ .
= e |:e 2 _@ 2:| — 2 e .e _ —ioty M N é‘t (CI)) — e—la)t0
it Ot 2i wr/2 o l=
1 o < : 1 po 0 i 1 ro iwie 1 ¢ ioiie
St-t)=—/[ & (0)e“do=—[ e e“dw, ciot |5(t-t)=—/[ e dp=—/[ e "de
(t-t)=——[ 6,() —1. t-t)=—] —1.




T

-

f(t)
1
o i 5r(t_t0):<
__________ | A
f(t?l// T S.(t—t,)
=% t, t,+5 "t

j‘” 5,(t—to)dt=r1:1 j‘” f(t)o,(t—t,)dt = f(t,)
» - .,

T>0 = o.(t-t,

52',% (Cl)) = Ij:o é; (t - to)e_iwtdt = %J‘tto +%e_iwtdt _

e—ia)to

loT

St-t)) = — [ 6, (@)e"da= 1
27 ¥

|:e|a)£ _ e—ia)é .

) > o(t—-t,), taleche f f(t)o(t—t,)dt = f(t,)
Le "2 1
075 7 —iw T ot
02
07 _ g2 _sin 2 - ;
:| — 2 e e — —lwty (G)T/ ) N 5t (a)) — e—la)to
Ot 2i wr/2 o L=

—00

27

e 'belldm, cioe
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"Funzione” delta di Dirac e sua trasformata di Fourier

—  for to—z<t<to+Z
T 2 2

for \t—to\>g

Traslazione:
f(0)=F[f(1)]
f(o)e™ =F*[f(t-a)]

[l gt

5(t—t0)=$jw

—00

ei“’(t_t")da) _

0

1

27 ¥

e‘i“’(t_t‘))da)




1 o infte © n(tot) @ © ot
Sltt—t.)=— ela)(t t°)da): ela)(t to)d_: eIZm/(t to)dv
( O) 27Z-JA—00 I—oo 271- j—oo
In generale,

5(2):i " e dx
27 0=
In particolare, perx=vez=t-t,
1 > e
St—t,)=—/[ e"""dy
(t-t)=—]

0

Si mostra facilmente che la (3) é equivalente alla (1). Infatti, sostituendo v = 2z¢& nella (3), si ha

_ 1 (= i27&(t-1) _ 1 = i27E(t-ty) [ Li2xE(t-ty)
5(t—to)_§f e d(27r§)_gj._we 27zd§_j_we dé&

e, ridenominando v la variabile d'integrazione si riottiene la (1). Vale la proprieta

to(t —t,) =t,o(t —t,)
Altra utile proprieta:

S(at) = é&(t); analogamente, §(a(t—t,))= éé(t ~t,)

Tale proprieta permette, per esempio, di verificare la (1) usando la (2):

2 o (2) conx=v ez=27x(t-ty) 5)

22

@

(2)

(3)

(4)

()

J'OO eiZﬂv(t—to)dV :Zﬂ_lii @ ei2ﬂV(tto)dV:| — 27[5(27[(1'_—'[0))(: Zﬂzié(t—to)zg(t—to)
—0 T
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m)

Onda piana

E(z,t) = E(z,t)y

<l

w|

with

Immagine adattata da https://it.wikipedia.org/wiki/Radiazione_elettromagnetica

E(z,t) = E, cos(k,z — o, t)
La serie di Fourier contiene un solo termine coseno che coincide con la funzione stessa!

La trasformata di Fourier rispetto al vettore d’onda (o al numero d’onda) ¢

E(k,t) = _[_Z E(z,t)e™dz = EO_[_Z cos(k,z — am, t)edz = %Ii[e“k“‘%” + e‘i(koz‘“’f")]e“kzdz

E, [eikoz—ia)ot—ikz + e—ikoz+ia)0t—ikz:|dz _ %[e—i%tjw o ik—k)zg, eiwotJ‘oo e_i(k+k0)zdz:|

2
'S (k+ky)+e s (k-ky)

E - 1)
zf[e "S5 (k—k, )+ €5 (k+ky) | =E, >

E(k.0) = EO5(k+ kO)J2r5(k—ko)

In particolare, guardando 1’onda, per esempio, a ¢ = 0:

La trasformata di Fourier rispetto alla frequenza, per esempioaz =0, ¢ e
termine fisico

E(O,V) — J'_O:O E(O’t)e—iZm/th _ %J-_O:O(e_izm/()t +ei27rvot)e—i2ﬂvtdw — Eo 5(V+ VO);é‘(#/_ VO) — E(O,—V)




coS 2:rvot

AR

sin 2rv,t

oAAA

24

parte reale parte immaginaria

-?12- [3(v +V,) + (v —V,)]

t ot




Somma di onde: struttura dalla trasformata di Fourier di radiazione diffratta.

E gittratio (AK) o j n(r)e™ " d°r

AN

variazione del vettore d’onda concentrazione
("scattering vector ") elettronica locale

Crystal specimen

- Outgoing beam
Incxdex;: beam e
e “r
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] Funzione rettangolare
S, (t)
-z |0 2 t \I
11
—  for —£<t<z
5.0=1" 2 :
0 forft|>= 6. ()=
f(v)
0,,(v)

sin(27vz/2) _sin (7zv)

[N

avi=xr > v=ft—=FAv

N

=sinc(zzv)

27tvr/2

TV

AAAAAI"

VVVVVV

v
1

Av Av

(VA

1
TAvti=t7r > t=x—=1
Av

5,, (1) =sinc(rAvt)
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Funzione rettangolare non normalizzata

i 1 for —L<t<t
! I, () = 27
0 for |t|>=
| 2
505U ) [ ey SN ST )
th—5 Vv T

Proprieta di linearita. Se f (t) e g(t) hanno trasformate di Fourier f (v) e §(v) rispettivamente,

allora una qualsiasi combinazione lineare w(t) delle due funzioni ha la trasformata di Fourier

W(v) = F[w(t)] = F[af (t) +bg(t)]=aF[f ()] +bF[g(t)]=af (v) +bG(v)
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Convoluzione di funzioni e proprieta della sua trasformata di Fourier

La convoluzione di due funzioni f (z) e g(z) generalmente complesse di una variabile z e

h(z)=f(@)og(2)=]  fu)g(z-u)du

z e il punto a cui e calcolata la convoluzione e u ¢ la variabile di integrazione, che possiamo
chiamare come vogliamo, purcheé il suo nome differisca dal simbolo usato per il punto specifico
a cui si calcola la convoluzione. Per esempio, se calcoliamo la convoluzione di due funzioni del
tempo a uno specifico istante t,, si ha z = t;, mentre come, consueto, possiamo usare u =t per

denotare la variabile temporale che copre tutto I’asse dei tempi nell’operazione di integrazione:

ht) = [, f®)g - t)dt

Se vogliamo considerare la funzione di convoluzione a un instante generico t, alloraz=te
dobbiamo usare un simbolo diverso per indicare la variabile d’integrazione che, per ogni dato t,

copre tutto I’asse dei tempi nell’integrazione; per esempio, possiamo scrivere

h(t) :fi f (U)g(t —u)du



Esemplificazione del significato di convoluzione usando due funzioni rettangolari

=0 f(t)=f(-) 9(t) = f(t, 1)
ot g(t) = f(~t)= f(t) and h(to):f fz(t)dtzfrdt:r
_% 0 % 2
|t0| >7T 1 a(t)
h(t)=0
T T > t
203
|t0|<2' ) a(t)
Si puo vedere facilmente che h(t,) varia linearmente con t,
T T > t
207
ht,) 0, ridenominando la g h(t)

variabile indipendente,

29
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Abbiamo visto gia un esempio di convoluzione

h(t,) = [ h(®)st-t,)dt= [ h(t)s(t, —tydt

Teorema di convoluzione. La trasformata di Fourier della convoluzione di due funzioni é data
dal prodotto delle trasformate di Fourier delle due funzioni:

h(t)= f()ogt)=F"| F0)G(v) | cioe h(v)=F[ft)og()]= F()G(v)=F[fO)]F[g(®)]

quindi h(t) = j“; f (U)g(t —u)du = j i f()g()e'*™dv

Tale teorema porta ai risultati (importanti in spettroscopia)

[“fog ®dt=]" fe)g"(dv| dacuipert®)=g@). || |f®)fdt=["|fo)| av

e in particolare, se le funzioni f e g sono reali (mentre le loro trasformate di Fourier in generale
comungue non lo sono)

[© f0edt=]" fe)g" ()dv
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Abbiamo visto gia un esempio di convoluzione

h(t,) = [ h(®)st-t,)dt= [ h(t)s(t, —tydt

Teorema di convoluzione. La trasformata di Fourier della convoluzione di due funzioni é data
dal prodotto delle trasformate di Fourier delle due funzioni:

h(v)= f()eg0) =F[F1)a®)] > h)=F"| F1)eG(v) |= FOIO) =F [ F() |F*[6()]

quindi h)=]" f@§-udu=[" f@®g(tye " dt

Tale teorema porta ai risultati (importanti in spettroscopia)

[“fog ®dt=]" fe)g"(dv| dacuipert®)=g@). || |f®)fdt=["|fo)| av

e in particolare, se le funzioni f e g sono reali (mentre le loro trasformate di Fourier in generale
comungue non lo sono)

[© f0edt=]" fe)g" ()dv




Infine, se anche le trasformate di Fourier sono reali, jw f(t)g(t)dt = J' fnae)dv

Dimostrazione (per chi vuole approfondire).

Consideriamo una funzione ¢(u) = g~ (—u). Allora, @™ (u) = g(~u) e @(-u) = g™ (u). Per ¢(u) si ha

o) = @We®dv —» p"U) =] §" (e dv - g(-u)=[ ¢ (e " dv

e quindi
g(u)=[_ ¢ (e dv
Vediamo che ¢~ (v) @ la trasformata (o trasformata inversa) di Fourier di g(u): @ (v) = §(v), quindi

¢(1)=G"(v)

Il teorema di convoluzione per le funzioni f (u) e ¢(u) si scrive

[ fWet-wdu=[" f)a(r)edv

In particolare, pert = 0,

Ii f(u)p(-u)du = '[O:O f(v)gb(v)dv — .[: f (g™ (u)du = _[O; f~(v)g~*(v)dv
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Esempio dell’uso del teorema di convoluzione per trovare la trasformata di Fourier di un

prodotto di funzioni. Negli esperimenti di NMR, si incontra un segnale oscillante con
ampiezza decrescente esponenzialmente, che ¢ chiamato il decadimento libero dell’induzione

("free induction decay” o FID) ed e descritto da una legge del tipo

t

h(t) =e * cos(2zvt)

Poniamo a = 1/7. Abbiamo t

t<O0

50 e g(t) =cos(2zvyt)

h(t) = f(t)g(t) con f(t):e"’“{zat

S1 puo calcolare I’integrale seguente usando la formula di Eulero:
h(v) = j_oo f (t)g(t)e*™dt = Iowe‘at cos(2zv t)e ™ dt = Ioooe‘(a”z”v)t cos(27zvt)dt

In alternativa, si puo usare il teorema di convoluzione, secondo il quale

he) = F0)eam =] FLge-udu



f()= 1 , g(v):5(v+vo)+5(v_vo) (si veda sopra)

h()=f()eg =] fu)gw-u)du

_Ioo 1 5(v—u+v0)+5(v—u—vo)du_1 1 | 1
Jea+i2zu 2 C2la+iza(vevy) a+i2z(v-vy)

1 a+i2z(v—vy)+a+i2z(v+v,)

2a+14rv a+i2zv

2.2

1
T 2(a+i2nv)?—iP4rY2  (a+i2av)’+4n

2(avi2zv+i2avy)(a+i2zv—i2zv,)

1 1 1 a-i2z(v-v,) 1 a s 27(v—v,)
2a+i2z(v—v,) 2a2+47z2(v—vo)2 2 a2+47z2(v—v0)2 a2+47z2(v—v0)2

7 2
Vo
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Prima abbiamo visto che [ | ()|’ dt :j_i‘ f~(v)‘2 dv .

Dato un segnale f (t), la quantita

PO =|f )
(o una quantita ad essa proporzionale) viene definita la sua potenza istantanea; quindi
P=tim=[" | @ dt
t—)ooT —TE
ha il significato di una potenza media, mentre

E={"|f@) dt=]"|fo)| av
di un’energia. Allora, la quantita
dE =) dv

¢ 1l contributo all’energia del segnale da parte delle sue componenti con frequenza compresa tra

we o+ do.

LLa convoluzione di segnali e diffusamente usata in spettroscopia. Vediamo alcuni esempi.



Source Slit
Lens Lens

Figure 1.9 Schematic diagram of a spectrometer suitable for operation in the visible region.

Recorder

(

Prism Lens 3 \

. Exit t@ }
A\
N .

Amplifier

Figure 1.11 Schematic diagram of a spectrometer employing a photomultiplier or other sensitive element as detector and
recording the spectrum graphically on chart paper.



potere risolvente

Exit slit
-

(a) 0% Absorption

(b) ~59, Absorption

(c) ~90% Absorption

(d) ~90% Absarption

100

(e) %, Absorption

11

(d)(c) (b) (a)

T — Frequency
falling on exit slit

Figure 1.17 Illustrating the relation between slit width and resolving power: see text for
discussion.
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Si raccoglie I (v) a ogni v. Variando le condizioni del
monocromatore, la fenditura dovrebbe selezionare di
volta in volta luce di una sola v, comportandosi quindi
come una delta di Dirac rispetto alla frequenza. In
corrispondenza a tale frequenza v, raccogliendo tutta
la luce che arriva sul rilevatore, uno dovrebbe ottenere
solo l'intensita alla frequenza v, come desiderato, in
quanto

"o =n)Tedv' =T(w).
La fenditura fa passare, invece, un certo intervallo di

frequenze Av alla volta, comportandosi per esempio
come la funzione gradino in figura, per cui si ottiene

LV | (v)dy'

che tanto piu differisce da I (v) quanto pil grande &
Av. Si ha, cosi uno "smearing" dei valori di [ (v), che
implica un allargamento dello spettro e progressiva
perdita delle sue caratteristiche al crescere di Av.
Tuttavia, se la fenditura si comporta quasi come una

delta di Dirac, poca luce € raccolta, (intensita
insufficiente). Si deve trovare un giusto compromesso.
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Spettroscopia a trasformata di Fourier

Amplitude

2 =) >
Time —

l | Frequency
. | !
| Ly, \ |

(a) (6)

Figure 1.19 The use of the Fourier transform to convert the summed sine waves of (a) into
their frequency spectrum, (b).

Il detector raccoglie tutta I’informazione spettrale simultaneamente e 1l computer decodifica
tale informazione (tramite trasformata di Fourier), producendo lo spettro.
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Si consideri un semplice segnale cosinusoidale proveniente dal sistema studiato. In realta, il

segnale viene necessariamente acquisito per un tempo finito, cioe, si fa il suo prodotto con un
segnale rettangolare come in (a) per ottenere il segnale in (b).

(a) I (1) (b) | £ (t) =cos(2zvt)
| \ A/
\ ;’/\\\ / / \\\ //'/ \\\ {/ : -~
i VERVA VARV

NN
NS

La trasformata (inversa) di Fourier della convoluzione e il prodotto delle trasformate di Fourier:

ﬁT(V) = TSinC(ﬂ'TV), f)= 5(]/ + VO); 5(‘/_ Vo)

1:ricavata da misura

V) =F{I, @) f )] =11, f(v) = j:ﬁ,(v') f(v=v)dv'

S(v—v'+v)+8(v—v'—v,)
2

— J:z-sinc(m'v’) dv'= %{SinCI:ﬂ'T(V + vo)] + SinC[ﬂ'Z‘(V — VO)]}
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