4 RETROAZIONE DALLO STATO

Dato il sistema X con con stato x(¢), ingresso u(t) e uscita y(t)

u(t) ——»

Yy —y()

x(t)

problema di controllo: manipolare il sistema per raggiungere un dato obiettivo agendo sull'ingresso u(t)

= problema di regolazione (regulation): stabilizzare il sistema ad uno stato desiderato (tipicamente zero)
= problema di asservimento (tracking): inseguire un andamento desiderato dell'uscita

soluzione di controllo

= controllo in catena aperta o open-loop o feedforward: la legge di controllo u(t) non dipende dai valori

di x(t), y(t)

— approccio semplice, ma non ideale se il sistema & incerto e/o soggetto a disturbi esterni

Y

| >~ u(t)

specifiche di controllo,
informazioni sul sistema

Yy ———y()

= controllo in retroazione o closed-loop o feedback: la legge di controllo u(t) dipende dai valori di x(¢),

y(t)

— approccio pitl complesso (richiede sensori di misura), ma robusto a incertezze e/o disturbi esterni

| > u(t

Yy sy

specifiche di controllo, \
informazioni sul sistema

in particolare

— retroazione statica

* dallo stato: u(t) = f(x(t)) (allo stesso istante t)
* dall’uscita: u(t) = f(y(¢)) (allo stesso istante t)

— retroazione dinamica

* dallo stato: u(t) = f(u(r),x(7)), 7 € [to,t], to <t
* dall’'uscita: u(t) = f(u(r),y(7)), 7 € [to,t], to <t
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4.1 Controllo in retroazione statica

dato

allora

= controllo in reatroazione statica dallo stato: u(t) = Kx(t) + v(t), K € R™*"

v(t)

A
> (D
U
Y
™

> y(t)  %(t) = (F+ GK)x(t) + Gv(t)
x(t) y(t) = Hx(t)

= controllo in reatroazione statica dall'uscita: u(t) = KHx(t) + v(t), K € R™*P

v(t)

y(t)  x(t) = (F + GKH)x(t) + Gv(t)
y(t) = Hx(t)

Y
)
(v
Y
[\
Y

=i

esempio: retroazione dall’uscita

problema di controllo: regolare |la posizione angolare di un albero meccanico collegato all’asse di un motore in cc

— determinare una legge di controllo tale da riportare I'albero nella posizione desiderata 6, il piu rapidamente
possibile in caso di perturbazione

= controllo di tipo proporzionale: la coppia esercitata dal motore & proporzionale all’errore e(t) = 04 — 0(t)

ipotesi 1) le costanti di tempo di traduttore e motore sono trascurabili rispetto alla costante di tempo meccanica
2) si assume 6; = 0 per semplicita

J = inerzia albero

él}@ ........... - 3 = coeff. attrito viscoso
e = Hd —0
0a=0 ~® ~ amplificatore ‘. albero >0
¥ — e motore
)
trasduttore

di posizione

equazioni del moto dell’albero

) : B [ O TR O T
Jo=—pitu XK= Lfu= g =l = o

y=190
y=[1 0
legge di controllo
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u=ke="k(@;—0)=—-kf=—-kh'x kecR

equazioni del moto controllato dell'albero

a3 2] o)

y= [1 O}X:hTX

I
[an]
g T
"
I
>
w

» scegliere k € R tale che i modi del sistema retroazionato vadano a zero il piti rapidamente possibile (la parte
reale degli autovalori di A sia la pil negativa possibile)

ol

A -1 .
AA(s):det(AI—A):detq 6D:/\2+§/\+§ = Ap=-2+3/5 4
J

k ' J
7 A+
Vk e R : max;—1,2 R[N] > —% : i modi elementari del sistema retroazionato non potranno mai tendere a
zero pill rapidamente di e” 27 — esistono dei vincoli sulla prontezza del sistma retroazionato

X
esempio: retroazione dallo stato

problema di controllo: regolare la posizione angolare di un albero meccanico collegato all’asse di un motore in cc

— determinare una legge di controllo tale da riportare I'albero nella posizione desiderata 6, il piu rapidamente
possibile in caso di perturbazione

= controllo di tipo proporzionale: la coppia esercitata dal motore & proporzionale all’errore e(t) = 04 — 0(t)

ipotesi 1) le costanti di tempo di traduttore e motore sono trascurabili rispetto alla costante di tempo meccanica
2) si assume 6; = 0 per semplicita

J = inerzia albero

éll—@ ----------- E | B = coeff. attrito viscoso
e = Gd — 9
9, =0 D . amplificatore U »  albero .0
b e motore
I 2]
trasduttore 0
di velocita
2]
trasduttore B
di posizione |
equazioni del moto dell’albero
.. . . 0 1 0 T 0
JO = —B0+u X = glx+ ||u=Fx+gu X = =|.
; = 0 =7 7 v2] |0
v= y:[l O}XZhTX

legge di controllo

U= Fkie+ kol = —k10 + ko) = —[zﬁ —kz]x = k'x kik€R

equazioni del moto controllato dell'albero
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X = (F—ng)x: <[8 _15] — [(ﬂ [kl k:g})X— [_(Ll _(ﬂl_kQ)} x = Ax

y=[1 0]x
» scegliere k € R tale che i modi del sistema retroazionato vadano a zero il piti rapidamente possibile (la parte
reale degli autovalori di A sia la pill negativa possibile)
-1 P
B—k k —k 1 —k k
(5_k2>D =224 B Rl o Ny = Bk L JBTRE gk

A+ k)

AA(s) = det(A\I-A) = det ([2
J

al variare di k1, ks € R & possibile ottenere qualsiasi combinazione di modi elementari del sistema retroazionato

— non esistono dei vincoli sulla prontezza del sistma retroazionato
X

Dato il sistema retroazionato dallo stato
E(K) : X(t) = (F + GK)X(t) + GV(t)

. A — . . . .
sia z = T !'x dove T € R™ " rappresenta una matrice di cambio di base
allora & possibile riscrivere le equazioni dei sistema nella nuova base

Sk #(t) =T H(F+ GK)Ta(t) + T 'Gv(t)

ovvero
K #(t)=F+GK)z(t)+G'v(t), F=T'FT,G' =T 'GK =KT

XR
XNR

, Xp € R* e di conseguenza

& possibile scegliere T € R™ " si modo che z = T 'x £ [

Fii Fpo

F’:TlFT:[O o ] G’:TlG:[C:')l], K':KT:[K1 KQ]
22

con Fy; € Rka,Flg c RkX(n—k)7F22 c R(n—k)x(n—k)v G, e kam’Kl c Rmxn’K2 c Rmx(n—k)
allora si verifica che
F/+ G/K/ — |:F11 F12:| + |:G1

Fiu+GK: Fiu+GiK,
0 Fo 0

I R S

— la retroazione non influenza il sottosistema non raggiungibile
non ¢ possibile modificare gli autovalori "non raggiungibili” del sistema

4.1.1 Controllo di sistemi a singolo ingresso

si consideri il sistema a tempo discreto raggiungibile con un singolo ingresso (m = 1)

Y. x(t+1)=Fx(t)+gu(t), geR"

e si consideri poi la retroazione della stato
Sy x(t+1)=(F+gk)x(t)+gv(t), gkeR"

& possibile assegnare a A = F + gk degli autovalori desiderati?

47



= ¥ non raggiungibile = A k' tale che Ax(\) = p(\)
in quanto (forma standard di raggiungibilita) Aa (\) = AFll+g1klr()\)UAF22()\) e non & possibile modificare
gli autovalori "non raggiungibili” del sistema tramite retroazione

= ¥ raggiungibile => F k' tale che Ax(A\) = p(\)
in quanto

Lemma (Forma canonica di controllo)
Il sistema ¥ = (F, g) & raggiungibile se e solo se esiste una matrice di cambio di base T, € R"*" tale

che
0 1 0 0 0
. 0 0 1 ... 0 .
FC:TC FTCI : : gC:TC g:
-y —Q1 —Qy ... —0Qp_1 1

dove F, € R™ ™ & una matrice compagna con polinomio caratteristico Ap, (\) = \" + a1 A1 4+
...+ ag.

sia quindi k] =k'T. = kei ... ken| ke € R
allora

Ac == Fc + gck;r

0 1 0 . 0 0
0 0 1
= + [kc,l kc,n}
|—¢&p —&1 —Q2 ... —0Op_1 1
I 0 1 0 ... 0
0 0 1 .. 0
|—oo + kc,l —ap + kc,Q —ag + kc,3 s —Op—1 T+ kc,n

dove A, € R™ ™ & una matrice compagna con polinomio caratteristico Aa,(A) = A"+ (-1 —ken) A1+
oot (Ck(] — kc,l)

di conseguenza, & possibile determinare k! in modo che Aa_ (A\) = p(A) = N\ + pp A" 4 ...+ po
risolvendo il seguente sistema di equazioni

Qn—1 — kc,n = Pn-1 kc,n = 0p—1 — Pn—-1

ap — ke = po ke = ap — Po

per tanto

¥ raggiungibile = 3k = k/ T ! tale che Aa(\) = p()\) con k/ tale che Ap ()) = p(\)

Proposizione Per ogni polinomio monico di grado n
PA) = X"+ P A" A+ po, pi €R,

esiste un vettore di retroazione k € R" tale che Ap_ .7 (\) = p()\) se e solo se il sistema 3 & raggiungibile.
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in generale, se ¥ & raggiungibile, come & possibile assegnare a A = F + gk " degli autovalori desiderati?

sia p(A) = A" + pp 1 A" L+ 4+ p1 A + po il polinomio relativo agli autovalori desiderati

allora e necessario risolvere nell'incognita k = [kl kn}

Aa(N) =det(A\I — A) = det(\I —F —gk ') = p(\)

sistema di equazioni lineari con incognite k1,...,k,

esempio
1 20 1
x(t+1)=Fx(t)+gu(t)= [0 0 1|x(t)+ [0] u(t)
010 1

calcolare il vettore di retroazione k* tale che il sistema retroazionato abbia un unico autovalore A = 0 con m® = 3

= esistenza di k*

1 1 3
R = [g Fg FQg} =0 1 0] —det(R)=-2#0 — ¥ = (F,g)raggiungibile = k*esiste
1 01

.
= calcolo di k* = [kl ko k’g}
A—1—k —2—ky —ks
Aa(N) = det(A\I — A) = det(A\ — F — gk ) = det 0 A ~1
ki —1—ky A—ks

=N 4N (=1 —ky —k3) + Aks — 1 — k2) 4+ (1 — ky + ko)

=p(A) = \°
11—k —k3=0
* 1T
ks —1-k2=0 =k =[-% -3 -{
1—Fk1 + ko

calcolo del vettore di retroazione tramite allocazione autovalori (caso m = 1)

1. Il procedimento permette di allocare gli autovalori di F + gk a piacimento
L'unico vincolo & la raggiungibilita di X e il fatto che se un autovalore € complesso deve esserci anche il
suo complesso coniugato.

2. Se il sistema X non & raggiungibile allora & possibile cambiare tramite retroazione solo gli autovalori di Fq;
(matrice di stato del sottosistema raggiungibile).

3. Se tutti gli autovalori vengono allocati in zero (p(A) = ™) tutti i modi del sistema retroazionato convergono
a zero in tempo finito. Il controllore in questo caso viene detto controllore dead-beat

4. Il procedimento rimane invariato per sistemi a tempo continuo, ma in questo caso non si possono avere
controllori dead-beat.
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4.1.2 Controllo di sistemi con piu ingressi

si consideri il sistema a tempo discreto raggiungibile con piu ingressi (m > 1)

Y: x(t+1)=Fx(t)+ Gu(t), GeR™™

e si consideri poi la retroazione della stato
Yy x(t+1)=F+GK)x(t) +Gv(t), Gc¢ R™™ K e R™*"
se X e raggiungibile, & possibile assegnare a A = F 4+ GK degli autovalori desiderati?

si osserva che

ki
F+GK=F+ g - gn| | |=F+ak + +guk,
k,,
si potrebbe selezionare un singolo ingresso (una sola riga kiT non nulla) ed usare la procedura vista prima per il

caso singolo ingresso (m = 1) ma, anche se il sistema X & raggiungibile, non & detto che lo sia usando un singolo
ingresso

esempio

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) = [8 8] x(t) + [(1) (1)] u(t) G = [gl gz} = [é (1)]

= 3] raggiungibile

R:[G FG}:F 000

] — rank(R) = 2
0100

= 3 non raggiungibile con un ingresso

10
g RW = [gl Fgl} = [0 0} — rank(RM) =1

0 0
g R = [gg Fgg} [1 0} — rank(R®) =1

X

se X & raggiungibile ma non da un ingresso, & possibile assegnare a A = F + GK degli autovalori desiderati?
si potrebbe usare una retroazione preliminare che renda X raggiungibile da un ingresso

Lemma (Lemma di Heymann)
Se (F, G) e raggiungibile e se g; € R™ & una colonna non nulla di G, esiste una matrice M € R™*"™ tale che
(F 4+ GM, g;) ¢ raggiungibile.

esempio

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) = [8 8} x(t) + [(1) (1)] u(t) G = [gl gz} = [(1) (1)]

calcolare la matrice di retroazione K* tale che il sistema retroazionato abbia un unico autovalore A = 1/2 con
m® = 27
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= esistenza di K*
R = [G FG] = [1 0

01

o O

g] —rank(R) =2 — ¥ = (F, G)raggiungibile = K™esiste

» calcolo di K*
- RM) — _ |10 1)y _ _ S
g1 RWY = [gl Fgl} =10 ol rank(R\"W) =1 — ¥ = (F, g1) non raggiungibile

0

N 8} —rank(R®) =1 — ¥ = (F,gy) non raggiungibile

g : R = [gz ng} = [

siaM = 00 allora F + GM = 00
10 10

10 . I
Rpre = [gl (F + GM)gl} = [0 1} —rank(Rpre) =2 — Xy = (F 4+ GM, g1 )raggiungibile
T
siak =k k| ki ks €R, sia Ay =F + GM + gk

Aa,(N) =det M —F —GM — g1k ) =A% — kA —ko=p(\) = A2 — A+ 1/4

allora k = [kzl kQ]T = [1 —1/4}—r

di conseguenza

. kM| |1 —1/4
<o f{]-

calcolo della matrice di retroazione tramite allocazione autovalori (caso m > 1)

1. Esistono algoritmi per trovare la matrice di retroazione preliminare M. Tuttavia, generando una matrice
M € R™*"™ "“a caso” questa rendera X raggiungibile da un qualsiasi ingresso quasi certamente (con
probabilita 1).

2. Un approccio alternativo & usare il metodo diretto (cioé risolvere Ap gk (A) = p(A) con incognite gli
elementi di K) anche nel caso m > 1. In questo caso, pero il sistema di equazioni da risolvere potrebbe
essere non lineare.

3. L'approccio tramite lemma di Heymann ci permette di allocare gli autovalori della matrice F+ GK a nostro
piacimento anche per m > 1, ma ha delle limitazioni.
Ad esempio, usando un singolo ingresso non si possono ottenere controllori dead-beat che portano a zero
lo stato in un numero di passi < n. Usando piu ingressi invece & possibile costruire controllori dead-beat
che portano a zero lo stato in un numero di passi < n. Tramite tecniche di controllo pit avanzate che
sfruttano tutti gli ingressi di controllo si possono ottenere quindi prestazioni di controllo migliori.

4.2 Stabilizzabilita dei sistemi lineari

stabilizzabilita

= un sistema X si dice stabilizzabile se esiste un controllo in retroazione dallo stato che rende il sistema
asintoticamente stabile
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sistemi a tempo discreto

Y x(t+1) =Fx(t) + Gu(t)

Teorema Per un sistema a tempo discreto 3, le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. X e stabilizzabile.
2. Gli autovalori “non raggiungibili” di F hanno modulo strettamente minore di 1.

3. La matrice PBH [2I — F G] ha rango n, Vz con |z| > 1.

sistemi a tempo continuo

Y x(t) = Fx(t) + Gu(t)

Teorema Per un sistema a tempo continuo 3, le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. 3 & stabilizzabile.
2. Gli autovalori “non raggiungibili” di F' hanno parte reale strettamente negativa.

3. La matrice PBH [2I — F G] ha rango n, Vz con R[z] > 0.
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