
3 RAGGIUNGIBILITÀ E CONTROLLABILITÀ DEI SISTEMI DINAMICI

raggiungibilità di un sistema ∼ possibilità di raggiungere un qualsiasi stato desiderato x∗ a partire da uno
stato x0 fissato agendo su u(t)

• stato raggiungibile: lo stato x∗ è raggiungibile dallo stato x0 al tempo t∗ se esiste un ingresso u(t),
t0 ≤ t ≤ t∗, tale che x(t0) = x0 e x(t∗) = x∗

• spazio raggiungibile: spazio raggiungibile al tempo t XR(t) è l’insieme di tutti gli stati x∗ raggiungibili
dallo stato x0 al tempo t

▶ tipicamente: x0 = 0, t0 = 0

XR(t∗)

t

x1

t0

x2

x1

t∗

x2

•
x0

•x
∗
1

•x
∗
2

•x
∗
3

u1

u2

u3

esempio

−
+

R

C1

R

C2

u(t) x1(t) = vC1(t), x2(t) = vC2(t)

x1(0) = x2(0) = 0

modello di stato

ẋ1(t) = v̇C1(t) = 1
C1
iC1(t) = 1

C1
iR(t) = 1

C1

(
u(t) − vC1(t)

R

)
= 1
RC1

u(t) − 1
RC1

x1(t)

ẋ2(t) = v̇C2(t) = 1
C2
iC2(t) = 1

C2
iR(t) = 1

C2

(
u(t) − vC2(t)

R

)
= 1
RC2

u(t) − 1
RC2

x2(t)

x(t) =
[
x1(t)
x2(t)

]
ẋ(t) =

[
− 1

RC1
0

0 − 1
RC2

]
x +

[ 1
RC1

1
RC2

]
u = Fx + gu

se C1 = C2 = C allora x1(t) = x2(t), ∀u(t), ∀t ≥ 0, infatti
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x(t) = eFtx0 +
∫ t

0
eF(t−τ)gu(τ)dτ =

∫ t

0

[
e− 1

RC
(t−τ) 0

0 e− 1
RC

(t−τ)

][
1

RC
1

RC

]
u(τ)dτ

= 1
RC

∫ t

0

[
e− 1

RC
(t−τ)

e− 1
RC

(t−τ)

]
u(τ)dτ

= 1
RC

[∫ t
0 e

− 1
RC

(t−τ)u(τ)dτ∫ t
0 e

− 1
RC

(t−τ)u(τ)dτ

]

da cui

XR(t) = {x1 = x2}, ∀t ≥ 0

⊠

controllabilità di un sistema ∼ possibilità di raggiungere uno stato desiderato x∗ fissato a partire da un
qualsiasi stato x0 agendo su u(t)

• stato controllabile: lo stato x0 è controllabile allo stato x∗ al tempo t∗ se esiste un ingresso u(t),
t0 ≤ t ≤ t∗, tale che x(t0) = x0 e x(t∗) = x∗

• spazio controllabile: spazio controllabile al tempo t XC(t) è l’insieme di tutti gli stati x0 controllabili
allo stato x∗ al tempo t

▶ tipicamente: x∗ = 0, t0 = 0 (controllabilità a zero)
si noti che se x0 è controllabile allo stato x∗ allora x∗ è raggiungibile dallo stato x0

XC(t∗)

t

x1

t0

x2

x1

t∗

x2

•x∗•x
′
0

•x
′′
0

•x
′′′
0

u′

u′′

u′′′

3.1 Raggiungibilità di sistemi a tempo discreto

dato x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = x0,
allora x∗(t) = x(t) = Ftx0 +

∑t−1
k=0 Ft−k−1Gu(k)

in particolare, se x(0) = 0
allora x∗(t) = x(t) =

∑t−1
k=0 Ft−k−1Gu(k) = Rtut

Rt =
[
G FG . . . Ft−1G

]
∈ Rn×mt matrice di raggiungibilità in t passi
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qual è l’insieme di stati x∗ raggiungibili al tempo t (= in t passi) a partire da x(0) = 0?

XR(t) = im(Rt): spazio raggiungibile in t passi

Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi raggiungibili in 1, 2, . . . passi soddisfano la catena di
inclusioni XR(1) ⊆ XR(2) ⊆ . . . XR(t) ⊆ XR(t+ 1) ⊆ . . ..
La catena è stazionaria (almeno) dal t′-esimo passo in poi, ovvero XR(t′) = XR(t′′),∀t′′ ≥ t′, con t′ ≤ n.

Dimostrazione. Per il teorema di Cayley-Hamilton, il polinomio caratteristico ∆F(λ) = λn + αn−1λ
n−1 + . . .+

α1λ+ α0 di F ∈ Rn×n è un polinomio annullatore per F, ovvero

∆F(F) = Fn + αn−1Fn−1 + . . .+ α1F + α0I = 0

Sia G =
[
g1 . . .gm

]
∈ Rn×m, si dimostra allora

1. catena di inclusioni: XR(t) ⊆ XR(t+ 1) ∀t

Rt =
[
G FG . . . Ft−1G

]
=
[
g1 . . .gm Fg1 . . .Fgm . . . Ft−1g1 . . .Ft−1gm

]
Rt+1 =

[
G FG . . . FtG

]
=
[
g1 . . .gm Fg1 . . .Fgm . . . Ft−1g1 . . .Ft−1gm Ftg1 . . .Ftgm

]
⇒ XR(t) = im(Rt) ⊆ im(Rt+1) = XR(t+ 1)

le colonne della matrice di raggiungibilità in t passi sono un sottoinsieme di quelle
della matrice di raggiungibilità in t+ 1 passi.

2. stazionarietà della catena

XR(n) = im(Rn) = span{g1 . . .gm,Fg1 . . .Fgm, . . . ,Fn−1g1 . . .Fn−1gm}
XR(n+ 1) = im(Rn+1) = span{g1 . . .gm,Fg1 . . .Fgm, . . . ,Fn−1g1 . . .Fn−1gm,Fng1 . . .Fngm}

per il teorema di Cayley-Hamilton

∆F(F) = 0 ⇒ Fn = −αn−1Fn−1 − . . .− α1F − α0I
⇒ Fngk = −αn−1Fn−1gk − . . .− α1Fgk − α0gk ∀k ∈ {1 . . .m}

=⇒ XR(n+ 1) = span{g1 . . .gm,Fg1 . . .Fgm, . . . ,Fn−1g1 . . .Fn−1gm} = XR(n)
esiste sicuramente t′ ≤ n tale che XR(t′) = XR(t′ + 1).

Dimostrare poi cheXR(t′) = XR(t′+1) ⇒ XR(t′+1) = XR(t′+2) equivale a dimostrare che im(Ft′+1G) ⊆
im(

[
G FG . . . Ft′G

]
) = XR(t′ + 1) poichè XR(t′ + 2) = im(

[
G FG . . . Ft′G Ft′+1G

]
)

Per semplicità si consideri il caso m = 1, ovvero G = g ∈ Rn, allora

Ft′+1g = F (Ft′g) =
(
XR(t′ + 1) = XR(t′)

)
= F

t′−1∑
k=0

βkFkg


= F

βt′−1Ft′−1g +
t′−2∑
k=0

βkFkg

 = βt′−1Ft′g +
t′−2∑
k=0

βkFk+1g

si ha che βt′−1Ft′g ∈ XR(t′ + 1) = XR(t′) e ∑t′−2
k=0 β

kFk+1g ∈ XR(t′) = XR(t′ + 1)
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di conseguenza im(Ft′+1G) ⊆ XR(t′ + 1) ⇒ XR(t′ + 1) = XR(t′ + 2)

□

t′: indice di raggiungibilità
XR(t′) ≜ XR: (massimo) spazio raggiungibile

3.1.1 Criterio di raggiungibilità del rango

quando è possibile raggiungere tutti i possibili stati x∗ ∈ Rn?

(completa) raggiungibilità

• un sistema Σ a tempo discreto si dice (completamente) raggiungibile se XR = Rn

• un sistema Σ a tempo discreto si dice (completamente) raggiungibile in t passi se XR(t) = Rn, con
t indice di raggiungibilità

▶ R ≜ Rn =
[
G FG . . . Fn−1G

]
: matrice di raggiungibilità del sistema

Σ raggiungibile ⇐⇒ im(R) = Rn ⇐⇒ rank(R) = n

si noti che R ∈ Rn×mn, per cui

• m = 1: Σ raggiungibile ⇐⇒ det(R) ̸= 0
• m > 1: Σ raggiungibile ⇐⇒ det(RR⊤) ̸= 0

esempio

1. x(t+ 1) =
[
α1 0
1 α2

]
x(t) +

[
0
1

]
u(t), α1, α2 ∈ R

F =
[
α1 0
1 α2

]
,g =

[
0
1

]
⇒ R =

[
g Fg

]
=
[
0 0
1 α2

]
: rank(R) = 1 < 2

=⇒ Σ non raggiungibile ∀α1, α2 ∈ R

2. x(t+ 1) =
[
α1 0
1 α2

]
x(t) +

[
1
0

]
u(t), α1, α2 ∈ R

F =
[
α1 0
1 α2

]
,g =

[
1
0

]
⇒ R =

[
g Fg

]
=
[
1 α1
0 1

]
: rank(R) = 2

=⇒ Σ raggiungibile (in 2 passi) ∀α1, α2 ∈ R

3. x(t+ 1) =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

x(t) +

0 0
1 0
0 1

u(t)
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F =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

,G =

0 0
1 0
0 1

 ⇒

XR(1) = im(G) = span


0

1
0

,
0

0
1




XR(2) = im(
[
G FG

]
) = span


0

1
0

,
0

0
1

,
1

0
0




=⇒ Σ raggiungibile (in 2 passi)

⊠
Si considerino due sistemi algebricamente equivalenti Σ = (F,G) e Σ′ = (F′,G′) tali che

x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) z=T−1x−−−−−→ z(t+ 1) = F′z(t) + G′u(t)
F′ = T−1FT,G′ = T−1G

allora

R′ =
[
G′ F′G′ · · · (F′)n−1G′

]
=
[
T−1G T−1FTT−1G · · · T−1Fn−1TT−1G

]
= T−1

[
G FG · · · Fn−1G

]
= T−1R

=⇒ cambio di base non modifica la raggiungibilità poichè rank(R′) = rank(R)

in particolare, se Σ raggiungibile allora det(RR⊤) ̸= 0
perciò R′ = T−1R =⇒ R′R⊤ = T−1RR⊤ =⇒ T = RR⊤(R′R⊤)−1

3.1.2 Controllo a energia minima

se Σ è raggiungibile in t passi, come determinare l’ingresso ut ∈ Rmt che permetta di raggiungere un qualsiasi
stato x∗ ∈ Rn in t passi?

caso x0 = 0: si ha che x∗ = x(t) = Rtut

si introduce l’ingresso ausiliario vt ∈ Rmt tale che ut = R⊤
t vt, allora vt = (RtR⊤

t )−1x∗

di conseguenza, risulta ut = R⊤
t (RtR⊤

t )−1x∗

caso x0 ̸= 0: si ha che x∗ = x(t) = Ftx0 + Rtut

di conseguenza, risulta ut = R⊤
t (RtR⊤

t )−1(x∗ − Ftx0)

si osserva che

1. l’ingresso ut generalmente non è unico
→ insieme dei possibili ingressi: Ut =

{
u′

t = ut + ū, ū ∈ ker(Rt)
}

2. esiste un ingresso a minima “energia”: u∗
t = arg minu′

t∈Ut
∥u′

t∥2 = R⊤
t (RtR⊤

t )−1(x∗ − Ftx0)
→ l’energia minima per raggiungere x∗ in t passi è pari a ∥u∗

t ∥2 = (x∗)⊤W−1
t x∗,

con Wt ≜ RtR⊤
t =

∑t−1
k=0 FkGG⊤(F⊤)k Gramiano di raggiungibilità in t passi del sistema

gli autovalori di Wt quantificano l’energia minima richiesta per raggiungere diversi stati x(t) = x∗
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esempio

x(t+ 1) =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

x(t) +

0 0
1 0
0 1

u(t) x0 = 0

F =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

,G =

0 0
1 0
0 1

 ⇒ Σ è raggiungibile in 2 passi

▷ si vuole calcolare gli ingressi u′(t) che permettono di raggiungere x∗ =

1
1
0

 da x0 =

0
0
0

 in 2 passi

u2 = R⊤
2 (R2R⊤

2 )−1x∗ =
[
G FG

]⊤ ([
G FG

][
G FG

]⊤)−1
x∗

=

0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0


⊤

0 0 1 0

1 0 0 0
0 1 0 0


0 0 1 0

1 0 0 0
0 1 0 0


⊤


−1 1
1
0



=


0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 0 0


1 0 0

0 1 0
0 0 1


−11

1
0

 =


0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 0 0


1

1
0

 =


1
0
1
0

 =
[
u(1)
u(0)

]
ingresso a energia minima

da cui

U2 =
{
u′

2 = u2 + ū, ū ∈ ker(R2)
}

=

u′
2 = u2 + ū, ū ∈ ker


0 0 1 0

1 0 0 0
0 1 0 0





=

u′
2 = u2 + ū, ū ∈ span




0
0
0
1



 =

u′
2 =


1
0
1
0

+


0
0
0
α

, α ∈ R

 =

u′
2 =

[
u′(1)
u′(0)

]
=


1
0
1
α

, α ∈ R


⊠

3.1.3 Forma canonica di raggiungibilità

se Σ non è raggiungibile ma è tale che rank(R) = k < n, allora è possibile determinare un cambio di base T in
modo da “separare” la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile?

si definisce T =
[
v1 · · · vk ṽ1 · · · ṽn−k

]
∈ Rn×n

dove

• {v1 . . .vk} è l’insieme di vettori linearmente indipendenti che definiscono la base di XR = im(R)

• {v1 . . .vk, ṽ1 . . . ṽn−k} è un insieme di vettori che definisce una base di Rn

allora

F → F′ = T−1FT =
[
F11 F12
F21 F22

]
, F11 ∈ Rk×k,F22 ∈ R(n−k)×(n−k)

G → G′ = T−1G =
[
G1
G2

]
, G1 ∈ Rk×m,G2 ∈ R(n−k)×m

inoltre, premettendo che (conseguentemente al teorema di Cayley-Hamilton) lo spazio raggiungibile XR contiene
im(G) ed è F-invariante, ovvero è tale che ∀v ∈ XR =⇒ w = Fv ∈ XR, si verifica che
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• v ∈ XR → v′ = T−1v =
[
v1 . . . vk 0 . . . 0

]⊤
=
[
v(1) 0

]⊤
• w ∈ XR → w′ = T−1w =

[
w1 . . . wk 0 . . . 0

]⊤
=
[
w(1) 0

]⊤
• w′ = T−1w = T−1Fv = T−1FTT−1v = F′T−1v = F′v′

da cui

[
w(1)

0

]
=
[
F11 F12
F21 F22

][
v(1)

0

]
=⇒

w(1) = F11v(1)

0 = F21v(1)
∀v(1) ∈ Rk =⇒ F21 = 0

inoltre

im(G) ⊆ XR =⇒ G2 = 0

z = T−1x ≜

[
xR

xNR

]

z(t+ 1) = T−1FTz + T−1Gu =
[
F11 F12
0 F22

]
z(t) +

[
G1
0

]
u forma canonica di raggiungibilità

xR(t+ 1) = F11xR(t) + F12xNR(t) + G1u(t) sottosistema raggiungibile
xNR(t+ 1) = F22xNR(t) sottosistema non raggiungibile

si osserva che

•
rank(R′) = rank(T−1R) = rank

([
G′ F′G′ · · · (F′)n−1G′

])
= rank

([
G1 F11G1 · · · Fn−1

11 G1
0 0 · · · 0

])
= rank

([
G1 F11G1 · · · Fk−1

11 G1
])

= rank(RR) = k

con RR ∈ Rk×mk: matrice di raggiungibilità del sottosistema raggiungibile ΣR = (F11,G1)

• poichè F′ ≜ T−1FT =
[
F11 F12
0 F22

]
, G′ ≜ T−1G =

[
G1
0

]
, H′ ≜ HT =

[
H1 H2

]
, J′ ≜ J

allora

W(z) = H′(zI − F′)−1G′ + J′ =
[
H1 H2

][zI − F11 −F12
0 zI − F22

]−1[G1
0

]
+ J

=
[
H1 H2

][(zI − F11)−1 ⋆

0 (zI − F22)−1

][
G1
0

]
+ J = H1(zI − F11)−1G1 + J = WR(z)

con WR(z) ∈ Rp×m = matrice di trasferimento del sottosistema raggiungibile ΣR = (F11,G1)

36



esempio

1. F =

 2 1 1
2

0 2 4
0 0 1

, G =

 0
1
0

 sistema in forma canonica con F11 =
[
2 1
0 2

]
, G1 =

[
0
1

]

infatti

rank(RR) = rank
([

G1 F11G1
])

= rank
([

0 1
1 2

])
= 2

2. F =

 1 1 1
1 1 1
0 0 1

, G =

 1
1
0

 sistema NON in forma canonica con F11 =
[
1 1
1 1

]
, G1 =

[
1
1

]

infatti

rank(RR) = rank
([

G1 F11G1
])

= rank
([

1 2
1 2

])
= 1

si verifica che

XR = im(R) = im
([

G FG F2G
])

= im


1 2 4

1 2 4
0 0 0


 = span


1

1
0




da cui

T =

1 0 0
1 1 0
0 0 1

 e T−1 =

 1 0 0
−1 1 0
0 0 1



⇒ F′ = T−1FT =

 1 0 0
−1 1 0
0 0 1


1 1 1

1 1 1
0 0 1


1 0 0

1 1 0
0 0 1

 =

 2 1 1
0 0 0
0 0 1

 =
[
F11 F12
0 F22

]

⇒ G′ = T−1G =

1 0 0
1 1 0
0 0 1


1

1
0

 =

 1
0
0

 =
[
G1
0

]

⊠

3.1.4 Test PBH di raggiungibilità

Teorema Il sistema a tempo discreto Σ = (F,G) è raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilità

PBH(z) =
[
zI − F G

]
∈ Rn×(n+m)

ha rango pieno (rank(PBH(z)) = n) per ogni z ∈ C.
Se Σ non è raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilità ha rango non pieno (rank(PBH(z)) < n) per tutti
e soli gli z ∈ C che sono autovalori di F22 (: matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di Σ)

Dimostrazione. si dimostra che
• Σ raggiungibile =⇒ rank(PBH(z)) = n ∀z ∈ C

si suppone per assurdo che Σ sia raggiungibile (rank(R) = n) ma ∃z̄ ∈ C tale che rank(PBH(z̄)) < n

se rank(PBH(z̄)) < n allora PBH(z̄) ha delle righe linearmente dipendenti:

∃v ̸= 0,v ∈ Rn : v⊤PBH(z̄) = 0 =⇒ v⊤
[
z̄I − F G

]
=
[
0 0

]
=⇒

v⊤F = z̄v⊤

v⊤G = 0
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ma allora

v⊤R = v⊤
[
G FG · · · Fn−1G

]
=
[
v⊤G v⊤FG · · · v⊤Fn−1G

]
=
[
0 z̄v⊤G · · · z̄n−1v⊤G

]
=
[
0 0 · · · 0

]
=⇒ rank(R) < n

di conseguenza, Σ risulta non raggiungibile: assurdo.

• rank(PBH(z)) = n ∀z ∈ C =⇒ Σ raggiungibile
TBD

□

▶ essendo gli autovalori di F22 un sottoinsieme degli autovalori di F, il rango della matrice PBH può essere
valutato solo per gli z che sono autovalori di F

esempio

1. F =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

, G =

0 0
1 0
0 1


F triangolare: gli autovalori di F sono gli elementi sulla diagonale → λ1 = 0, ma

1 = 3

rank(PBH(λ1)) = rank


0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


 = 3 =⇒ Σ raggiungibile

2. F =

1 0 2
0 1 2
0 0 1

, G =

0
0
1


→ λ1 = 1, ma

1 = 3

rank(PBH(λ1)) = rank


0 0 −2 0

0 0 −2 0
0 0 0 1


 = 2 =⇒ Σ NON raggiungibile

⊠

3.2 Controllabilità di sistemi a tempo discreto

dato x(t+ 1) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = x0,
allora x∗(t) = x(t) = Ftx0 +

∑t−1
k=0 Ft−k−1Gu(k) = Ftx0 + Rtut

qual è l’insieme di stati x0 controllabili al tempo t (= in t passi) allo stato x∗ = 0?
quando è possibile controllare a zero tutti i possibili stati x0 ∈ Rn?

XC(t) = {x ∈ Rn : Ftx ∈ im(Rt): spazio controllabile in t passi

Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi controllabili in 1, 2, . . . passi soddisfano la catena di
inclusioni XC(1) ⊆ XC(2) ⊆ . . . XC(t) ⊆ XC(t+ 1) ⊆ . . ..
La catena è stazionaria (almeno) dal t′-esimo passo in poi, ovvero XC(t′) = XC(t′′), ∀t′′ ≥ t′, con t′ ≤ n.

t′: indice di controllabilità
XC(t′) ≜ XC : (massimo) spazio controllabile
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3.2.1 Criterio di controllabilità

(completa) controllabilità

• un sistema Σ a tempo discreto si dice (completamente) controllabile se XC = Rn

• un sistema Σ a tempo discreto si dice (completamente) controllabile in t passi se XC(t) = Rn, con
t indice di controllabilità

▶ XC = XC(n) = {x ∈ Rn : Fnx ∈ im(Rn)} = {x ∈ Rn : Fnx ∈ XR}

Σ controllabile ⇐⇒ im(Fn) ⊆ im(R) = XR

si noti che

• Σ raggiungibile (XR = Rn) ⇒ Σ controllabile
• Σ non raggiungibile ma F = 0 ⇒ Σ controllabile
• Σ controllabile ̸⇒ Σ raggiungibile

esempio

1. x(t+ 1) =
[
α1 0
1 α2

]
x(t) +

[
0
1

]
u(t), α1, α2 ∈ R

F =
[
α1 0
1 α2

]
,g =

[
0
1

]

XR = im(R) = im
([

g Fg
])

= im
([

0 0
1 α2

])
= span

{[
0
1

]}

im(F2) = im
([

α2
1 0

α1 + α2 α2
2

])
=



span {0} α1 = α2 = 0

span

{[
0
1

]}
α1 = 0, α2 ̸= 0

span

{[
α2

1
α1

]}
α1 ̸= 0, α2 = 0

R2 α1 ̸= 0, α2 ̸= 0

=⇒ Σ non raggiungibile ∀α1, α2 ∈ R
Σ controllabile se α1 = 0 (im(F2) ⊆ XR)

2. x(t+ 1) =
[
α1 0
1 α2

]
x(t) +

[
1
0

]
u(t), α1, α2 ∈ R

F =
[
α1 0
1 α2

]
,g =

[
1
0

]

R =
[
g Fg

]
=
[
1 α1
0 1

]
: rank(R) = 2

=⇒ Σ raggiungibile (in 2 passi) ∀α1, α2 ∈ R
Σ controllabile ∀α1, α2 ∈ R

3. x(t+ 1) =

0 1 0
0 0 0
0 0 1

x(t) +

0
0
1

u(t)
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F =

0 1 0
0 0 0
0 0 1

,g =

0
0
1



R =
[
g Fg F2g

]
=

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 : rank(R) = 1

XC(1) =
{

x ∈ R3 : Fx ∈ im(R1)
}{

x ∈ R3 : Fx ∈ im(g)
}

=


x1
x2
x3

 :

0 1 0
0 0 0
0 0 1


x1
x2
x3

 ∈ span


0

0
1



 =


x1
x2
x3

 :

x2
0
x3

 =

0
0
α

, α ∈ R


=


β0
α

, α, β ∈ R

 = span


1

0
0

,
0

0
1




XC(2) =
{

x ∈ R3 : Fx ∈ im(R2)
}{

x ∈ R3 : F2x ∈ im
([

g Fg
])

)
}

=


x1
x2
x3

 :

0 0 0
0 0 0
0 0 1


x1
x2
x3

 ∈ span


0

0
1





=


x1
x2
x3

 :

 0
0
x3

 =

0
0
α

, α ∈ R

 = R3

=⇒ Σ non raggiungibile
Σ controllabile (in 2 passi)

⊠

3.2.2 Controllabilità e forma canonica di raggiungibilità

sia Σ non raggiungibile (rank(R) = k < n)
allora esiste una matrice di cambio base T che porta il sistema in foma canonica di raggiungibilità:[

xR

xNR

]
= T−1x[

xR(t+ 1)
xNR(t+ 1)

]
= T−1FT

[
xR(t)

xNR(t)

]
+ T−1Gu =

[
F11 F12
0 F22

][
xR(t)

xNR(t)

]
+
[
G1
0

]
u

xR(t+ 1) = F11xR(t) + F12xNR(t) + G1u(t) ΣR sottosistema raggiungibile
xNR(t+ 1) = F22xNR(t) ΣNR sottosistema non raggiungibile

si osserva che

• ΣR raggiungibile ⇒ ΣR controllabile
ΣNR non raggiungibile ma ΣNR controllabile

⇔ ∃t̄ tale che xNR(t̄) = Ft̄
22xNR(0) = 0 ∀xNR(0) ∈ Rn−k

⇔ ∃t̄ tale che Ft̄
22v = 0 ∀v ∈ Rn−k

⇔ ∃t̄ tale che Ft̄
22 = 0

⇔ F22 è nilpotente (Ft̄
22)

⇔ l’unico autovalore di F22 è zero
=⇒ Σ controllabile ⇔ F22 è nilpotente
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• in generale XR =
{[

xR

0

]
,xR ∈ Rk

}
⊆ XC

• F22 invertibile ⇒ xNR(t) = Ft
22xNR(0) = 0 ⇔ xNR(0) = 0

⇒ XR = XC (raggiungibilità ≡ controllabilità)

F invertibile ⇔ T−1FT =
[
F11 F12
0 F22

]
invertibile

⇒ F22 invertibile
⇒ XR = XC (raggiungibilità ≡ controllabilità)

un sistema a tempo discreto in cui la matrice di stato F è invertibile se dice reversibile
⇒ è sempre possibile ricostruire lo stato iniziale x(0) a partire dalla conoscenza di x(t),u(·)

x(t) = Ftx(0) + Rtut → Ftx(0) = x(t) − Rtut → x(0) = F−tx(t) − F−tRtut

3.2.3 Test PBH di controllabilità

Teorema Il sistema a tempo discreto Σ = (F,G) è controllabile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilità

PBH(z) =
[
zI − F G

]
∈ Rn×(n+m)

ha rango pieno (rank(PBH(z)) = n) per ogni z ∈ C con z ̸= 0.

se rank(PBH(z)) < n solo per z = 0
allora l’unico autovalore non raggiungibile (: autovalore di F22) è λ = 0 perciò Σ risulta controllabile
▶ la matrice PBH può essere valutata solo per gli z ̸= 0 che sono autovalori di F

3.3 Raggiungibilità di sistemi lineari a tempo continuo

dato ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = x0,
allora x∗(t) = x(t) = eFtx0 +

∫ t
0 Ft−τ Gu(τ)dτ

in particolare, se x(0) = 0
allora x∗(t) = x(t) =

∫ t
0 Ft−τ Gu(τ)dτ

qual è l’insieme di stati x∗ raggiungibili al tempo t (= in t passi) a partire da x(0) = 0?
quando è possibile raggiungere tutti i possibili stati x∗ ∈ Rn?

sia U[0,t] l’inisame delle funzioni m-dimensionali integrabili nell’intervallo [0, t]

XR(t) =
{

x(t) ∈ Rn : ∃u ∈ U[0,t]tale chex(t) =
∫ t

0
Ft−τ Gu(τ)dτ

}
: spazio raggiungibile al tempo t

XR: (massimo) spazio raggiungibile

(completa) raggiungibilità

• un sistema Σ a tempo continuo si dice (completamente) raggiungibile se XR = Rn

▶ R ≜ Rn =
[
G FG . . . Fn−1G

]
: matrice di raggiungibilità del sistema

41



Σ raggiungibile ⇐⇒ im(R) = Rn ⇐⇒ rank(R) = n

se un sistema Σ a t.c. è raggiungibile allora XR(t) = Rn per ogni t > 0
inoltre si nota che molti dei risultati sulla raggiungibilità a tempo discreto valgono anche a tempo continuo, in
particolare

• XR è F-invariante e contiene im(G)

• Forma canonica di raggiungibilità:
[

xR

xNR

]
≜ T−1x, F′ ≜ T−1FT =

[
F11 F12
0 F22

]
, G′ ≜ T−1G =

[
G1
0

]

• Criterio PBH: Σ raggiungibile ⇐⇒ rank
[
zI − F G

]
= n, ∀z ∈ C

esempio

−
+

R

C1

R

C2

u(t) x1(t) = vC1(t), x2(t) = vC2(t)

x1(0) = x2(0) = 0

modello di stato

x(t) =
[
x1(t)
x2(t)

]
=
[
vC1(t)
vC2(t)

]
ẋ(t) =

[
− 1

RC1
0

0 − 1
RC2

]
x +

[ 1
RC1

1
RC2

]
u = Fx + gu

allora

det(R) = det(
[
g Fg

]
) = det

 1
RC1

− 1
R2C2

1
1

RC2
− 1

R2C2
2




= − 1
R3C1C2

2
+ 1
R3C2

1C2
= 1
R3C1C2

(
− 1
C2

+ 1
C1

)
= 1
R3C1C2

(
C2 − C1
C1C2

)
, R, C1, C2 > 0

da cui si ha che

det(R)

= 0 C1 = C2 → Σ non raggiungibile
̸= 0 C1 ̸= C2 → Σ raggiungibile

⊠

3.4 Controllabilità di sistemi lineari a tempo continuo

dato ẋ(t) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = x0,
allora x∗(t) = x(t) = eFtx0 +

∫ t
0 Ft−τ Gu(τ)dτ

qual è l’insieme di stati x0 controllabili al tempo t (= in t passi) allo stato x∗ = 0?
quando è possibile controllare a zero tutti i possibili stati x0 ∈ Rn?
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XC(t): spazio controllabile at tempo t
XC : (massimo) spazio controllabile

(completa) controllabilità

• un sistema Σ a tempo continuo si dice (completamente) controllabile se XC = Rn

▶ x0 ∈ XC(t) ⇔ ∃u ∈ U[0,t] tale che 0 = eFtx0 +
∫ t

0 Ft−τ Gu(τ)dτ

⇔ eFtx0 ∈ XR(t) = XR (t > 0) ⇔ x0 ∈ e−FtXR =
{
v ∈ Rn : ∃w ∈ XR,v = e−Ftw

}
⇔ x0 ∈ XR perchè e−FtXR = XR essendo 1) XR è F-invariante (e quindi e−Ft invariante)

2) e−Ft invertibile → dim(e−FtXR) = dim(XR)

XC = XC(t) = XR

Σ controllabile ⇐⇒ Σ raggiungibile
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