3 RAGGIUNGIBILITA E CONTROLLABILITA DEI SISTEMI DINAMICI

raggiungibilita di un sistema ~ possibilita di raggiungere un qualsiasi stato desiderato x* a partire da uno
stato x( fissato agendo su u(t)

= stato raggiungibile: lo stato x* & raggiungibile dallo stato x( al tempo t* se esiste un ingresso u(t),
to <t < t*, tale che x(tg) = x¢ e x(t*) = x*

» spazio raggiungibile: spazio raggiungibile al tempo t Xy(¢) & I'insieme di tutti gli stati x* raggiungibili
dallo stato xg al tempo ¢

» tipicamente: x9 =0, tg =0

X2 Z2
Xg(t")
x1
;t
to t*
esempio
u(t) R R 21(t) = vey (b), 22(t) = vey (t)
Ci) .’El(O) = :L’Q(O) =0
—_— G Co
]
modello di stato
. . 1 1 1 [fu(t) —ve (t) 1 1
1(t) = s, (0) = ricy(t) = goinlt) = o (M) = () -
at) = i0,(0) = ica(t) = goin®) = - (M) = i) - om0

se C1 = Cy = C allora x1(t) = x2(t), Yu(t),Vt > 0, infatti
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t [,— s (t—T)
x(t) = eF x0+/ Ft=7) gy (7 )dT_/ {e e

1
RO(t T)} {RC} u(T)dr
e RO(t T
RC/ |:e RC(t T:|
u(T)
u(r

; }

_ fo e~ me (=)
~ RC fge—z?lc(t )

da cui

XR(t) = {1'1 = :L'Q}, Vit >0
X

controllabilita di un sistema ~ possibilita di raggiungere uno stato desiderato x* fissato a partire da un
qualsiasi stato x( agendo su u(t)

= stato controllabile: lo stato x( € controllabile allo stato x* al tempo ¢* se esiste un ingresso u(t),
to <t < t* tale che x(tyg) = %o e x(t*) = x*

= spazio controllabile: spazio controllabile al tempo ¢ X (t) & I'insieme di tutti gli stati xo controllabili
allo stato x* al tempo ¢

» tipicamente: x* = 0, {9 = 0 (controllabilita a zero)
si noti che se xg & controllabile allo stato x* allora x* & raggiungibile dallo stato xq

T2 . T2 ,
A B » A ) -
. [}
. Xg u” Sac*
.X//I / b
° 1 X1
u///
=t
to t*
3.1 Raggiungibilita di sistemi a tempo discreto
dato x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xo,
allora x*(t) = x(t) = Ftxo + Y0 F*"1Gu(k)
in particolare, se x(0) =0
allora x*(t) = x(t) = Yi_L F*"1Gu(k) = Riwy
Re = [G FG ... Ft‘lG} e R*mt matrice di raggiungibilita in ¢ passi
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qual & l'insieme di stati x* raggiungibili al tempo ¢t (= in ¢ passi) a partire da x(0) = 07

‘XR(t) = im(R;): spazio raggiungibile in ¢ passi ‘

Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi raggiungibili in 1,2, ... passi soddisfano la catena di
inclusioni Xp(1) € Xpr(2) C ... Xg(t) C Xp(t+1) C
La catena & stazionaria (almeno) dal t'-esimo passo in poi, ovwero Xg(t') = Xg(t"),¥t" > t', con t' < mn.

Dimostrazione. Per il teorema di Cayley-Hamilton, il polinomio caratteristico Ap(A\) = A" + a1 A" 4 ...+
a1 A+ ag di F € R™™™ & un polinomio annullatore per F, ovvero

Ap(F)=F"+a, «F" '+ .. . +yF+agl=0
Sia G = [gl...gm} € R™ ™ si dimostra allora

1. catena di inclusioni: Xg(t) C Xp(t+1) vVt

Rt:[G FG ... Ft—lG}:[gl,,,gm Fg,...Fg,, ... Ft_1g1-..Ft_1gm}
Rt—i-l:[G FG ... FtG}:[gl...gm Fg....Fg, ... Filg, .. . Filg, thy..thm]

= Xp(t) =im(Ry) € im(Rey1) = Xr(t + 1)

le colonne della matrice di raggiungibilita in ¢ passi sono un sottoinsieme di quelle
della matrice di raggiungibilita in ¢ 4+ 1 passi.

2. stazionarieta della catena

X r(n) =im ( n) = span{gi...gm,Fg1...Fgn,... JFrlg ..F”_lgm}
Xgr(n+1)=im(R,y1) = span{gi ... gm,Fg1 ... Fgn, ..., F* g . . F" g, F'g,...F'g,}

per il teorema di Cayley-Hamilton

AF(F) =0=F"= —Oén_an_l —...—aF — ol
= F'g, = fan,lF"_lgk —...—a1Fgp —aogr Vke{l...m}

= Xr(n+1) =span{gi...gm,Fg1...Fgn,..., F*" gy .. .F' g} = Xg(n)
esiste sicuramente ¢’ < n tale che Xz(t') = Xr(t' + 1).

Dimostrare poi che Xz () = Xr(t'+1) = Xgr(t'+1) = Xp(t'+2) equivale a dimostrare che im(F*+1G) C
m([G FG ... F'G|)=Xg(t +1) poiche Xp(t' +2) =im([G FG ... F'G F'*'G])

Per semplicita si consideri il caso m = 1, ovvero G = g € R", allora

-1
F'H g = F (F'g) = (Xn(! + 1) = Xplt (Z BrF* )
k=0 k=0

t'—2 t'—2
=F (/Bt/_lFt gt )y BkF’“g) = Br 1 F'g+ > HiFg

si ha che By _1F'g € Xp(t' +1) = Xp(t') e 242 B*FFtlg € Xp(t') = Xg(t' +1)
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di conseguenza im(F'*+1G) C Xp(t' +1) = Xp(t' +1) = Xg(t' + 2)

t': indice di raggiungibilita

Xg(t') £ Xp: (massimo) spazio raggiungibile

3.1.1 Criterio di raggiungibilita del rango

quando ¢ possibile raggiungere tutti i possibili stati x* € R"?

(completa) raggiungibilita

= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) raggiungibile se Xp = R”
= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) raggiungibile in ¢ passi se Xz(t) = R", con
t indice di raggiungibilita

>»RER, = [G FG ... F"flG}: matrice di raggiungibilita del sistema
¥ raggiungibile <= im(R) =R" <= rank(R) =n
si noti che R € R™™" per cui
= m = 1: ¥ raggiungibile <= det(R) # 0
= m > 1. ¥ raggiungibile <= det(RR") #0
esempio

1ox(t4+1) = [011 0

F:[Oil 0},g:{ﬂ = R:[g Fg}:{(l) 32}:rank(73):1<2

a2

= ¥ non raggiungibile Vaj, s € R

2. x(t+1) = [011 Oi]x(t) + [(1)} u(t), 1,2 € R

N

= ¥ raggiungibile (in 2 passi) Vai,a9 € R
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=

|
o O O
S O =
o O O

D)

Il
S = O
_ o O

U

0
Xr(1) =im(G) = span , |0
1

0

1

0

XR(Q):im([G FG span{ , ,
1

= ¥ raggiungibile (in 2 passi)

Si considerino due sistemi algebricamente equivalenti ¥ = (F,G) e ¥’ = (F/, G’) tali che

x(t+1) = Fx(t) + Gu(t) % 2(t+1) = Fa(t) + G'u(t)
F =T 'FT,G' =T 'G

allora
R/:{G/ FG ... (F/)nflG/}
= [T7'G T'FTT'G - T 'F"'TT'G]
-T7'[G FG - FIG]
=T 'R

= cambio di base non modifica la raggiungibilita poiché rank(R’) = rank(R)

in particolare, se ¥ raggiungibile allora det(RR ") # 0

percido R’  =T'R = R'RT =T 'RRT —= T=RRT(R'R")~!

3.1.2 Controllo a energia minima

se Y & raggiungibile in t passi, come determinare I'ingresso u; € R™ che permetta di raggiungere un qualsiasi

stato x* € R™ in ¢ passi?

caso xg = 0: si ha che x* = x(t) = Ry,
si introduce I'ingresso ausiliario v; € R™ tale che u; = R:vt, allora vy = (RtRZ—)_lx*

di conseguenza, risulta w; = R, (RiR, )~ 'x*

caso xg # 0: si ha che x* = x(t) = Fixg + Riu;
di conseguenza, risulta u; = R, (RyR] )~ (x* — Fixq)
si osserva che

1. l'ingresso u; generalmente non & unico
— insieme dei possibili ingressi: ‘Z/lt ={u; =uw, +1u, u€ker(Ry)} ‘

2. esiste un ingresso a minima “energia”: u; = argminy ¢y, )12 = R} (RyR] )1 (x* — Ftxo)
— I'energia minima per raggiungere x* in t passi & pari a ||u}||? = (x*) "W, 'x*,
con Wy 2 RyR] = YL FFGGT(FT)* Gramiano di raggiungibilita in ¢ passi del sistema

gli autovalori di W; quantificano I'energia minima richiesta per raggiungere diversi stati x(¢) = x*
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esempio

010 0 0
x(t+1)=10 0 o|x(t)+ |1 0lut) xo=0
0 00 1
01 0 0 0
F=1{0 0 0/,G=11 0 = 3 & raggiungibile in 2 passi
0 00 0 1
0
> si vuole calcolare gli ingressi u/(¢) che permettono di raggiungere x* = |1| da xg = |0| in 2 passi
0

u = R3 (ReR3)'x" =[G FG]T <[G FG|[G FG]T>IX*

-1
001 0] (foo01o0]foo0 10
=110 0 0 1 0 0[|1 0 0O 1
01 00 010 0j][0 1 0 0 0
010 Lo ot 0 1 0f - 1
0 01 0 01 0 u(l)| . L
= 010 1| = 1| = = ingresso a energia minima
1 00 00 1 0 100 1 u(0)
000 0 0 Of - 0
da cui
0010
Uy={u)=ug+1u, a€ker(Re2)} =uj)=ug+u, auc€ker| |1 0 0 0
0100
0 1 0 1
o 0 0 0 u'(1) 0
=< u)=uy+1u, uc span 0 =qu) = o ,aER S = u,2:|:u/(0):|: ) ,a €R
1 0 o o
X

3.1.3 Forma canonica di raggiungibilita
se X non é raggiungibile ma é tale che rank(R) = k < n, allora & possibile determinare un cambio di base T in
modo da “separare” la parte raggiungibile del sistema da quella non raggiungibile?
si definisce T = {vl e VR VD e {rn_k} € Rnxn
dove
= {vy...vy} & l'insieme di vettori linearmente indipendenti che definiscono la base di Xr = im(R)
» {Vi...Vk,Vi...V,_k} & un insieme di vettori che definisce una base di R"

allora

Fiu Foio
Fo1 Fao
G1
Go

F —» F=T'FT= { ] Fi; € RF¥F Foyy € ROVF)X (k)

G - G=T'G= { ] Gy € RM ™ Gy € RUTTHXm

inoltre, premettendo che (conseguentemente al teorema di Cayley-Hamilton) lo spazio raggiungibile X contiene
im(G) ed & F-invariante, ovvero ¢ tale che Vv € Xp = w = Fv € Xp, si verifica che
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= veXp — v’:T*1V:[v1 oove 0Ll O]T:[v(l) O}T

s we Xgp — w’:T_lw:[wl w0 L. O]Tz[w(l) O]T

s W =T lw=T"1Fv=T"'1'FTT v =FT lv = Fv

g

da cui

1) — (1)
EH 512} {V(()l)} = {W oy vwi) eRF —  Fy =0
21 Fao

inoltre

im(G)C Xg = G2=0

_ A XR
z=T 'x 2
XNR

z(t+1) =T 'FTz+ T 'Gu= [FOH ?2} z(t) + [Gl}u forma canonica di raggiungibilita
22

xr(t+1) = Fuuxg(t) + Fiaxyr(t) + Giu(t) sottosistema raggiungibile
xNr(t+ 1) = Faaxyg(t) sottosistema non raggiungibile

si osserva che

rank(R’) = rank(T™'R) = rank ([G/ F'G' .. (F’)"‘lG’D
- cee n—1
= rank ([(31 FlBGl F110 Gl}) = rank ([G1 Fi:.Gy --- Flf1_1G1D =rank(Rgr) =k

con Ry € RF*™k: matrice di raggiungibilita del sottosistema raggiungibile ¥z = (F11, G1)

Fii Foio

» poiche F/ £ T 1FT =
poiche { 0 Fo

:|,G/éT1G: I:C(;)1:|,H,éHT: [Hl HQ},J/éJ

allora

-1
I-F -F G
— H/ I— F/ e val I z 11 12 1
W(z) (2 )7'G +I = [H H { o a-wnl |o]*?
I-Fy)! G _
= [ H {(z 0" (1 _;gw} { ol} T3 =Hy(l —Fu)7'Gi 47 = Wg()

con Wg(z) € RP*™ = matrice di trasferimento del sottosistema raggiungibile X = (F11, G1)
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esempio

2 1|2 0
2
1.F=|0 24|, G=|1 sistema in forma canonica con Fj; = B ;] G = ﬁ}
0 0|1 0
infatti

rank(Rp) = rank ({Gl F11G1D = rank (ﬁ ;}) =2

1 171 1
2 F=|1 1|1 ]|, G= RS sistema NON in forma canonica con FH—E H,Gl—ﬁ]

0 0|1 0
infatti
rank(RR):rank([Gl F11G1D:rank<{l 2])21

1 2
si verifica che
1 2 4
XR:im(R):im([G FG FQGD:im 1 2 4| | =span{ |1
0 0 0

da cui

1 0 0 1 0 0
T=1|11 0| e Tlllo}

0 0 1 0 0 1

1 0 0|1 1 1 0 0 211 1
/el _ . _ |F11 Fpo
= F=T FTllO]{lll 10—000—[0 Fzz}
0 0 1](0 0 1|0 0 1 010 1
1 0 0f]|1 1
= G=T'G=1|110[]1|l=]0 _{Gl]
0 0 110 0 0

3.1.4 Test PBH di raggiungibilita

Teorema |l sistema a tempo discreto ¥ = (F, G) ¢ raggiungibile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
PBH(z) = [sI-F G| eR™(+m)

ha rango pieno (rank(PBH (z)) = n) per ogni z € C.

Se ¥ non & raggiungibile, la matrice PBH di raggiungibilita ha rango non pieno (rank(PBH (z)) < n) per tutti
e soli gli z € C che sono autovalori di Fag (: matrice di stato del sottosistema non raggiungibile di X)

Dimostrazione. si dimostra che

» Y raggiungibile = rank(PBH(z)) =nVz e C
si suppone per assurdo che ¥ sia raggiungibile (rank(R) = n) ma 3z € C tale che rank(PBH (z)) <n
se rank(PBH (z)) < n allora PBH(Zz) ha delle righe linearmente dipendenti:

vIF=2zv'

WAOVER : VIPBH()=0 = v [ZI-F G|=[0 o] = {VTG:O
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ma allora
viR=v'[G FG - F"'G|=[vIG vIFG - v F"G]
=0 &G 7G|/ =0 0 -0 —  rank(R) <n
di conseguenza, ¥ risulta non raggiungibile: assurdo.

» rank(PBH(z)) =nVze€ C = X raggiungibile
TBD

O

» essendo gli autovalori di Fao un sottoinsieme degli autovalori di F, il rango della matrice PBH pud essere
valutato solo per gli z che sono autovalori di F

esempio
010 0 0
1. F=1[0 0 0/,G=11 0
0 00 0 1
F triangolare: gli autovalori di F' sono gli elementi sulla diagonale — Ay =0, m{ =3
0 -1 000
rank(PBH(A)) =rank | |0 0 0 1 0| [ =3 = X raggiungibile
0 0 001
1 0 2 0
22F=1|0 1 2/,G=|0
0 01 1
— )\1 =1, m‘f =3
00 -2 0
rank(PBH(A1)) =rank | [0 0 —2 0| | =2 =X NON raggiungibile
00 0 1
X
3.2 Controllabilita di sistemi a tempo discreto
dato x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xq,
allora x*(t) = x(t) = Ftxo + YL FI7*"1Gu(k) = Fixo + Ryw
qual & l'insieme di stati xo controllabili al tempo ¢ (= in t passi) allo stato x* = 07
quando ¢ possibile controllare a zero tutti i possibili stati xg € R™?
Xo(t) = {x € R" : F'x € im(R;): spazio controllabile in ¢ passi
Proposizione In un sistema di dimensione n, gli spazi controllabili in 1,2,... passi soddisfano la catena di

inclusioni X¢(1) € X¢(2) C ... Xe(t) S Xe(t+1)C ...
La catena & stazionaria (almeno) dal #’-esimo passo in poi, ovvero X¢(t') = X (t"),Vt” > t/, con t/ <n.

t'>  indice di controllabilita

Xco(t') = X¢e: (massimo) spazio controllabile
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3.2.1 Criterio di controllabilita

(completa) controllabilita

= un sistema ¥ a tempo discreto si dice (completamente) controllabile se X = R”
= un sistema X a tempo discreto si dice (completamente) controllabile in ¢ passi se X (t) = R", con
t indice di controllabilita

> Xoe=Xo(n)={xeR": F'xcim(R,)} = {xe€R": F"x € Xp}
¥ controllabile <= im(F") C im(R) = Xg
si noti che

= Y raggiungibile (Xr = R™) = X controllabile
= 3 non raggiungibile ma F = 0 = X controllabile
= 3] controllabile & X raggiungibile

esempio

1 a 1
ERMES
= im(m) =i ([e we]) =im ([} ]
span {0} o =ay =0

(1)} 041:0,0427'50

o ———1 N—

Il

»

i~

S

S
——
| ——|
— o
—_
——

a}} a1 #Z0,a0 =0
a1
]RQ a1#07012750

= Y non raggiungibile Vaj, s € R
3 controllabile se a; = 0 (im(F?) C Xg)

2. x(t+1) = [al O]X(Tf) + [1}u(t), a0 €R

a7 0 1
P=[v o=l
R = [g Fg} = {é Oﬂ :rank(R) =2

— ¥ raggiungibile (in 2 passi) Vai,a2 € R
Y. controllabile Vo, a9 € R

010
3. x(t+1)=10 0 0|x(t)+ |0]u(t)
0 01 1
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010 0
F=10 0 0|,g= |0
0 0 1 1
0 00
R=[g Fg F2g|={0 0 0 :rank(R)=1
0 0 1
Xo(1) = {x € R : Fxeim(R)} {x €R® : Fx cim(g)}
E3 0 1 0f|=z [0 T T2 0
= 9 0 0 0| |xz2| € span 0 = T 0| =10],aeR
LT3 0 0 1 T3 _1 I3 T3 (6]
3 1] [0]
= O,a,B€R ) =span |0], [0
K 0] [1]
Xc(2) = {X€R3 : erim(Rz)} {XGR3 : F2x€im([g FgD)}
-.’L'l_ _0 0 0 I 0
= X9 0 0 O] |x2| € span 0
_.’L'g_ _0 0 1 XT3 1
(1] [0 0
=2 |a2 0| =1]0|,0€eR)=R?
1 T3] LT3

= Y non raggiungibile
¥ controllabile (in 2 passi)

3.2.2 Controllabilita e forma canonica di raggiungibilita

sia X non raggiungibile (rank(R) = k < n)
allora esiste una matrice di cambio base T che porta il sistema in foma canonica di raggiungibilita:

XNR

{ xp(t+1)
XNR(t + 1)

|

» 3R raggiungibile = X controllabile

Fu
0

XR(t)
XNR(t)

XR(t)

Fi G
F} [xmw} ! { 0 ]“

XR(t + 1) = F11XR(t) + F12XNR(t) + Glu(t)
XNR(t + 1) = FQQXNR(t)

} _ TlFT[ } + TG = [

Y. sottosistema raggiungibile

>N R sottosistema non raggiungibile

si osserva che

YN r non raggiungibile ma X controllabile

& It tale che XNR(E) = FEQXNR(O) =0 VXNR<O) S Rk
& 3 tale che Flyv =0 Vv e R*F

& It tale che Fb, = 0

& Fy & nilpotente (Fb,)

< |'unico autovalore di Foy € zero

= 3 controllabile < F9 & nilpotente
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= in generale Xr = { {XOR} ,XR € Rk} C X¢

» Foy invertibile = xyr(t) = Fhoxnyr(0) =0 < xyg(0) =0
= Xpr = X¢ (raggiungibilita = controllabilita)

Fii Fio
0 Fo

= F99 invertibile

F invertibile & T~ !FT = [ ] invertibile

= Xp = X¢ (raggiungibilita = controllabilita)

un sistema a tempo discreto in cui la matrice di stato F & invertibile se dice reversibile
= & sempre possibile ricostruire lo stato iniziale x(0) a partire dalla conoscenza di x(t), u(-)
x(t) = F'x(0) + Ryuy — F'x(0) = x(t) — Ryuy — x(0) = F~'x(t) — F'"Ryuy

3.2.3 Test PBH di controllabilita

Teorema |l sistema a tempo discreto ¥ = (F, G) & controllabile se e solo se la matrice PBH di raggiungibilita
PBH(z) = [sI-F G| eR™(+m)

ha rango pieno (rank(PBH (z)) = n) per ogni z € C con z # 0.

se rank(PBH (z)) < n solo per z =0
allora I'unico autovalore non raggiungibile (: autovalore di Fa3) & A = 0 percio X risulta controllabile
» la matrice PBH puo essere valutata solo per gli z # 0 che sono autovalori di F

3.3 Raggiungibilita di sistemi lineari a tempo continuo

dato x(t) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xo,
allora x*(t) = x(t) = e¥'x + [; F""Gu(r)dr

in particolare, se x(0) =0
allora x*(t) = x(t) = [y F*""Gu(r)dr

qual & l'insieme di stati x* raggiungibili al tempo ¢t (= in ¢ passi) a partire da x(0) = 07
quando é possibile raggiungere tutti i possibili stati x* € R"?

sia Ujy 4 I'inisame delle funzioni m-dimensionali integrabili nell'intervallo [0, ?]

t
Xg(t) = {x(t) € R™ : Ju € Uy ytale chex(t) = / Ft_TGu(T)dT}Z spazio raggiungibile al tempo ¢
0

Xp: (massimo) spazio raggiungibile

(completa) raggiungibilita

= un sistema X a tempo continuo si dice (completamente) raggiungibile se Xp = R"
>»RER, = [G FG ... F"‘lG}: matrice di raggiungibilita del sistema
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Y raggiungibile <= im(R) =R" <= rank(R) =n

se un sistema X a t.c. & raggiungibile allora Xp(t) = R™ per ogni ¢t > 0
inoltre si nota che molti dei risultati sulla raggiungibilita a tempo discreto valgono anche a tempo continuo, in
particolare

» Xp & F-invariante e contiene im(G)

F F G
= Forma canonica di raggiungibilita: L S T 1x, F2T'FT=|" " Y aa2rig=|"
XNR 0 Fa 0

= Criterio PBH: X raggiungibile <= rank [zI -F G} =n, VzeC

esempio
u(t) R R z1(t) = v, (), 22(t) = ve, ()
CD :Ul(O) = IQ(O) =0
O Co
1

allora
b
det(R) = det(|g Fg|) =det [ |
RC2 ~ R2C3
1 1 1 1 1 1 02—01>
- _ — ) = R,Cy,Cy >0
RIC,C2 T RIC2C, 330102< CQ+C1> R3Cng( e, ) e

da cui si ha che

=0 Ci=C2 — X non raggiungibile

det(R)
#0 C1#Cy — X raggiungibile

3.4 Controllabilita di sistemi lineari a tempo continuo

dato %(t) = Fx(t) + Gu(t) con x(0) = xo,
allora x*(t) = x(t) = e¥'x + [; F*""Gu(r)dr

qual & I'insieme di stati xg controllabili al tempo ¢ (= in ¢ passi) allo stato x* = 07
quando ¢ possibile controllare a zero tutti i possibili stati xg € R"?
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Xc(t): spazio controllabile at tempo ¢

X¢: (massimo) spazio controllabile

(completa) controllabilita

= un sistema X a tempo continuo si dice (completamente) controllabile se X = R"

> x0 € Xc(t) < Ju €Uy tale che 0 = eFixg + [§ F*"Gu(r)dr
= eFtXQ € XR(t) =Xgr (t > 0) < Xp € e_FtXR = {V eR” : dw e Xg,v= G_FtW}

& xo € Xp perché e F'Xp = Xp essendo 1) X & F-invariante (e quindi e ¥* invariante)
2) e Ftinvertibile — dim(e F! Xg) = dim(XR)

| Xo = Xo(t) = Xg]|

Y. controllabile <= X raggiungibile
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