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La serie di Fourier

Per segnali periodici




UNIVERSITA
DEGLI STUDI |dea #1

DI PADOVA composizione di esponenziali complessi

Jwot y(t) = )\x(t)
:E(t) = € (t)
A= H(on) — / h(u)e j“"’“du

Si puo studiare agevolmente I’azione di un filtro su una
composizione di esponenziali complessi a fase lineare

o) = 3 A () = S AH ()] -
" Zk: — g — zk: !




UNIVERSITA
DEGLI STUDI |dea #2

DI PADOVA segnali periodici

.. : < - jwokt 12wk F't
Composizione di esponenziali | g (t) = e’“°% = ¢’ wo = 2t F
in relazione armonica

; 99nl(t) |

parte reale
— - — - parte immaginaria

periodo

periodo
comune




UNIVERSITA .
DEGLI STUDI Outline

DI PADOVA che ci portera alla serie di Fourier

cerchiamo di capire come esprimere un
segnale periodico tramite combinazione di
esponenziali complessi a fase lineare



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Il prodotto interno

DI PADOVA richiami di algebra lineare

Prodotto interno (z,y) - SxS—=C

L/

spazio di Hilbert

Proprieta (x,y) = (y,Z)* coniugio
(ax + By, z) = alx,z) + By, z) linearita
|z||> = {x,z) >0 norma (nulla solo se x nullo)

Conseguenze

|z + y|| < ||z|]| + ||ly|| disuguaglianza triangolare

(z,y)| < ||z| - ||y|| disuguaglianza di Cauchy-Schwartz



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Spazio dei vettori complessi

DI PADOVA richiami di algebra lineare

Prodotto interno  (z,y) = Z TiY;

Proiezione lungo una direzione

T — L<m L> )
S 77/ N 7] lylI?

Scomposizione rispetto ad una base ortogonale (b;,b;+) =0
b,

X = > b
= T _/_ ' ; Xi
X1 b1




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Spazio dei segnali periodici

DI PADOVA generalizzazione dei concetti

Proiezione lungo una direzione

B o (1) — () 822, Y
Ty = ||y||2 m— =) =y

2

(1))
|

Scomposizione rispetto ad una base ortogonale (b;(t),b;.;(t)) =0

(@b (@ (t), b(®)
x_zb’“ T NI




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Una base ortogonale

DI PADOVA per i segnali periodici

Base (esponenziali compessi a fase lineare)

: 2T
b(t) = e T, = —
k( ) p Wo
Ortogonalita
tO+Tp ) ' . .
(bi(t), be(t)) = gioite=iwtt gy} 1o 1=
. ~ 0 ¢#/
0 erO(Z_E)t
Scomposizione z(t) = ZXk gJwokt
k

b (t)

z(t)e 7ok gt

~ (z(t), k() 1 to+Tp
X~ Sl = 1),

to



UNIVERSITA

eI ST La serie di Fourier

DI PADOVA per segnali continui e periodici

proiezione su una base ortogonale

1 [lotty . 2
Sk = —/ s(t)e kot gy wo =
Tp to

“n
Tp
segnale continuo /\ -
coefficienti della

periodico HICIE :
serie di Fourier

s(t) =s(t+ 1)) Sy
ricostruzione del segnale\—/ prima armonica
s(t) = Z S, ekwot componentiinoniche Sy F=1/T,
k=—o0
La serie di Fourier ! ] ! ¢ ] o o
>
[ TF KF
10

dominio della frequenza/pulsazione



UNIVERSITA

DEGLI STUDI L'onda qu adra

DI PADOVA sviluppo in serie di Fourier

s(t) = repq. rect (i)
A o pr 2a

1

X L]
Sk = 1 / )32kt T gy duty cycle d = 2a/T,
1, J- M,
1 e—J2mkt/Ty |° ei2mka/Tp __ o—j2mka/Tp sin(2rka/T,)
T T, —j2nk[T,|_, jork -k
sin(mkd)

= = d SinC(kd) <+<— valido anche per k=0, caso
7Tk3 da trattare a se stante

sviluppo in serie di Fourier dellonda quadra

: 2T
t)=d E inc(kd)e ot = —
s(t) 2 sinc(kd)e , Wo ]

11



UNIVERSITA

DEGLI STUDI COndIZIOnI d| |nvert|b|||té

DI PADOVA Condizioni di Dirichlet, Riesz-Fisher

Quali classi di segnali periodici ammettono di essere rappresentati
tramite serie di Fourier? (ovvero tramite esponenziali complessi)

Ovvero per cui:
i coefficienti di Fourier esitono
* |a serie converge, e converge al segnale

condizioni di Dirichlet condizioni di Riesz-Fisher
Segnali che nel periodo: Segnali che nel periodo:
* sono assolutamente integrabili * hanno energia finita
* hanno un numero finito di
discontinuita, di valore finito ma anche
* hanno un numero finito di max e * le distribuzioni (i delta)
min « combinazioni lineari delle
varie classi

12



UNIVERSITA

e Convergenza della serie di Fourier

DI PADOVA convergenza in media quadratica

La convergenza della serie di Fourier NON ¢ di tipo puntuale

La serie converge in media quadratica (teorema di Riesz-Fisher)

lim ||s(¢) — sn(t)|| =0
N—o0
serie troncata

N
sny(t) = Z SpelFwot
k=—N

13



UNIVERSITA
DEGLI STUDI

Il fenomeno di Gibbs

DI PADOVA nella convergenza dell’'onda quadra

fenomeno di Gibbs nello sviluppo in serie di

‘-1‘ i (

Fourier di un‘onda quadra avente periodo T, = 2 JSHAH WIuMH“ﬁl\ﬁﬁsl ;
e un duty cycle del 50% (d = 0.5) g 8 A VA .
1.1} s Y. S\ \;:\(:; (

I B el B

N \NUL L usadl

1.05 b o | )
L.w

serie troncata di Fourier, sy(t)

0.95

SN(t) =

N

-

d Z Sinc(kd)ej%kt/Tp

[ | —_
Ll k=—N
| |
|
0.9 -
segnale originale
serie di Fourier troncata a N=10
N=20
N=40
N=50
0.8 N=100
L]
|
075 | 1 | ‘\ \ | | | | I
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tempo, ¢

14



UNIVERSITA

DECLI STUDI Ancora sul fenomeno di Gibbs

DI PADOVA con I'onda quadra

x vs xN con N=5 x vs xN con N=10
25 T T - 25 T T T
X X
xN xN
2 /\ s 2 /-\ Y AR
L/ N AV Y
151 . 15+ .
x 1 . x 1 .
05+ 1 05} 4
ol 1 0 ~ N 1
05 L L L 1 1 L L L L N 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 08 =05 1 15 2 25 3 35 4 45 s
t t
x vs xN con N=15 e =E
25 e - o xvexieonTE
X . X
xN
N
FAN /\ 7 -
2 A4 \/ \/ 2 laa, A nvhvﬂvplv {lvnu A
15 i 15} 1
> 1 1 ) 1 4
0.5r i 05 .
FAN FAN i
0 U v 0 v \j ol hvnv.\v v/.vnvl"lb i
0% s 1 15 2 25 3 35 4 45 s 05 ‘ : : : : : : : :




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esempio di applicazione
DI PADOVA manipolazione selettiva delle armoniche (filtro selettivo)
. ! ! ! S!egnale c!listurba:o ! ! ! Segnale Xx Sk
A periodico di
periodo 10 a cui
e stato ™~ disturbo
sovrapposto un ad alta
g disturbo «ad frequenza
alta frequenza»
T segnale
utile

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Segnale filtrato

Cancello le
armoniche
a frequenza
elevata

t 16



Proprieta della serie di Fourier




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Seg nali reall

DI PADOVA simmetria Hermitiana dei coefficienti di Fourier

s(t)y=s5%"(t) = S_x=35;

parte reale pari, parte immaginaria dispari

Verifichiamo la proprieta:

*

1y 5T
1
I —jomkt/T,
= 7 . s*(t)e 72 Rt Tt _ g,
2D

18



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Serie trigonometrica

DI PADOVA per segnali reali

valore medio, reale

) . 5

SO 4 Z S ejkwot 4 Z %G_kaot

= Sy + Z 2R[ S, e7Fo!]

k=1

= So+ Y 2R[|Gy|e/Feorten)

k=1

= So+ Y _ 2|Sk| cos(kwot + ¢x)
k=1

19



UNIVERSITA

DEGLI STUDI L'onda quadra

DI PADOVA simmetria Hermitiana e serie trigonometrica

‘ s(t) = repq, rect (%) A Sk = dSinC(kd)
1 ®
reale e pari
; - ® . ? I I ? o ® .
0| a Tp t ® o ol F o © f

s(t) = So+ Y 2| Sk cos(kwot + ¢y)

k=1

=d+ Z 2d sinc(kd) cos(kwgt)

k=1

20



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Linearita

DI PADOVA nei coefficienti della serie di Fourier

Z(t) = Oz:l?(t) + ﬁy(t) —> Zp = aXp+ 0Y:

21



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Ribaltamento

DI PADOVA  un ribaltamento nel tempo induce un ribaltamento in frequenza

Es. onda quadra

y S(t) =s(-t)
1

pari ¢ pari




UNIVERSITA . .
Coniugio

DEGLI STUDI
DI PADOVA induce ribaltamento e coniugio in frequenza

23



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Simmetrie

DI PADOVA come diretta conseguenza

dominio del tempo

s(t) = s(-t) pari | pari Sk = Sk
s(t) = -s(-t) dispari dispari Sk = -Sx
s(t) = s*(t) reale Hermitiana Sy =S*,
s(t) = s*(t) reale e pari reale e pari S, =S*, — S, =S*%

s(t) = s(-t) S =S —

immaginaria ?
immaginaria e dispari ?
reale e dispari ?

. . 24
dominio della frequenza/pulsazione




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Valore medio

DI PADOVA

1 t0+Tp
Xo = —/ z(t)dt = m,
t

25



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Potenza

DI PADOVA teorema di Parseval

T, ©©
i 5 o 5 e
p JO s

+(0) (0
1 «— e [ eyt
P e col=—00 N ~ /
Tpdé(k—¢) «——— ortogonalita da slide 9
= > X; > Xisk—40) | = Z 1X|?
b=—00 icz—oo J /——00
X,

26



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Traslazione nel tempo

DI PADOVA induce una modulazione in frequenza

1 to+T1p .
y(O) =a(t— 1) — Yi— — / B(t — ty)e TRt gy
it = t4
1 to—t1+T1p . u=t 1
= — (u)eTkwo(uttn) gy,
TP to—t1

_ Xke—jkwoh

27



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Modulazione nel tempo

DI PADOVA

induce una traslazione in frequenza

. 1 [t . .
y(t) — x(t)ejmwot — Yk — _/ x(t)e]mwote—kaotdt
TP to

1 to—t1+T1p

_ .’]I(t)e_jwo(k_m)tdt
TP to—t1

— Xk—m

Traslazione e modulazione sono due operazioni duali

z(t —t1) II» X Ihwots x(t)e? ™ot II» Xk—m

28



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Derivata

DI PADOVA induce un prodotto in frequenza

o0

d i . .
v(t) =g | Do X"t | = D7 Xi- jhag

29



UNIVERSITA

BGLI STUDI Convoluzione periodica

I PADOVA induce un prodotto in frequenza

D
D

2(t) = /t o z(t —u)y(u)du

1 to+Tp to+T15p .
— L= —/ (/ z(t — u)y(u)du) e IRwot gy
TP to t

0

to+1p 1 to+1p .
= / y(u) (—/ z(t — u)eyk‘*’otdt) du
to Tp to

= / y(u) Xpe IR0t dy,
t

0

= T, XYs

30



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Prodotto

DI PADOVA induce una convoluzione in frequenza

2(t) =z(t)y(t) = Zp=— z(t)y(t)e 7*kotdt

1 [lotTe & . | .
= — Z X, el mwot y(t)e‘yk‘*’otdt

Tp to m=—00
00 1 to+15p ' '
= 2 Xn (— / e‘”(’“‘m)“"ty(t)dt)
m=—00 Tp to
— Z XmYk—m

Prodotto e convoluzione sono due operazioni duali

o0 to+Tp
sOue) S XnYim / ot — u)y(w)du YT, X,Ys
t

m=—0o0 0

1



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Equivalenza notevole

DI PADOVA sulla convoluzione periodica

Convoluzione

periodica
[Co(t) .’L’(t) = I'eprlL'o(t)
— | rep ’ 2(t) = z * y(t)
yo(t) y(t) = repruo(t) | X
— rep >
Convoluzione
aperiodica
To(t)
2o(t) = To * Yo(?) z(t) = repy, 2o(t)
Yo(t) * | 'ep

32



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Dimostrazione (parte 1)

DI PADOVA della equivalenza notevole sulla convoluzione periodica

k=0 k=3 k=2 k=1 k=0 k=-1 k=-2 k=-3

4Ty -3Tp 2Ty -T 0 T 2Ty 3T, 33



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Dimostrazione (parte 2)

DI PADOVA della equivalenza notevole sulla convoluzione periodica

7% y(t) = / " 20yt — ) dv

= /OO zo(v) Z Yo(t — v —nT}) dv

—00 n=—oo

Z/ zo(v yot—v—nT)d

N=——00 —

To*Yo (t nTp)

34



UNIVERSITA

T Periodicita non minima

DI PADOVA o regola del cambio di scala

1 to+Tp .
Z S eihwot Sy = — / a s(t)e TR0ty
t

p 0

o \/T] .TT]r¢,

[ KF

/\ .

~ 1 .
s(t) = Z S eimwo/Nt Sm = NT, ft A s(t)eImwo/Nt
p

SN |

_Questaéuna § _ S m= Nk
interpolazione m 0 altrove

~

kKF/N

35



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1

Calcolare i coefficienti della serie di Fourier, valor medio e

potenza per i seguenti segnali

« Pimpulso periodico combry(t)

* il segnale costante s(t)=1

 la sinusoide s(t) = A cos(wgt + ¢() con we=27/T,

- il segnale s(t) = x(t) cos(10w,t) con wy=27F, F=1/T, e T, la
periodicita del segnale x(t) avente coefficienti di Fourier

I rﬁklz R
F

| KF

« il segnale s(t) = x(t) sin(10wgt) con x(t) e wy definite come

SOpra
P 36



UNIVERSITA . .
Ancora esercizi

DEGLI STUDI
DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 2
Calcolare i coefficienti della serie di Fourier, valor medio e

otenza del segnale

<>

I I !
-8T | 2T 8T t

Es 3
Calcolare la periodicita ed i coefficienti della serie di Fourier del

segnale x(t) = A sin(rt/D) + A cos?(2rt/3D)

Es 4 (combinazione di simmetrie)
Del segnale s(t) sappiamo che: e reale e dispari; € periodico T,=2;
ha coefficienti di Fourier nulli per |[k|>1; ha potenza P,=1. Si

chiede di identificare s(t).
37



UNIVERSITA

DECLI STUDI Ancora esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 5 (sinc periodico)
Calcolare la potenza del segnale s(t) = 3 sin(mt) / 5 sin(rtt/5)

Es 6
Quali di questi segnali sono reali, e quali pari?

100

ni(t) =) e’? 50t

k=0
100
zo(t) = Z cos(lm)ej%%t
k=—100
100
za(t) = Y jsin(k)ei?mso!
k=—100

38



UNIVERSITA

DECLI STUDI Ancora esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 7 (dente di sega)
Calcolare la serie di Fourier del segnale

/] / / /’1 / /

| I | | | |

s o 1 ' /’
Es 8 (onda triangolare)

Calcolare la serie di Fourier del segnale z(t) 4

.’L‘(t) A

-

Y

39



L a trasformata di Fourier

estensione all’aperiodico




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Dal periodico all'aperiodico

DI PADOVA la trasformata di Fourier

periodico /\A ,, discreto

() (5 S §(jkun) Sikan) = [ st a
A \/ AEEER ] t e

1T, | 1 k

>

facciamo diventare w,
sempre piu piccolo ...
facciamo tendere T,

all’infinito _
continuo

)= 5 [ Stiw)ed SGw) = [ ste at

o0

aperiodico \/ 1
N,

S —

41



UNIVERSITA

DECLI STUDI | a trasformata di Fourier

DI PADOVA per segnali continui e aperiodici

dominio del tempo

proiezione su una base ortogonale

_ La trasformata di Fourier
segnale continuo /’\ (segnale continuo aperiodico)

aperiodico 00 |
s(t) S(jw) :/ s(t)e " dt

— 00
ricostruzione del segnale /

s(t) = %/ S(jw)e’tdw

dominio della pulsazione (frequenza f=w/2m) 42




UNIVERSITA

DEGLI STUDI COndIZIOnI d| |nvert|b|||té

DI PADOVA Condizioni di Dirichlet, Riesz-Fisher

Quali classi di segnali periodici ammettono di essere rappresentati
tramite trasformata di Fourier?

Ovvero per cui:
« la trasformata di Fourier esite
« la trasformata inversa converge, e converge al segnale

condizioni di Dirichlet condizioni di Riesz-Fisher
Segnali che: Segnali che:
* sono assolutamente integrabili * hanno energia finita
* hanno un numero finito di
discontinuita, di valore finito ma anche
* hanno un numero finito di max e * le distribuzioni (i delta)
min « combinazioni lineari delle
varie classi

43



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1

Calcolare la trasformata di Fourier dei seguenti segnali
* Esponenziale unilatero s(t) = et 1(t), a>0

« Esponenziale bilatero s(t) = e-alt, a>0

« Rettangolo s(t) = rect(t)

« Delta di Dirac §(t)

44



Proprieta della trasformata di

Fourier




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Linearita

DI PADOVA nella trasformata di Fourier

2(t) = ax(t) + By(t) = Z(jw)=aX(jw)+ Y (jw)

46



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Ribaltamento

DI PADOVA induce un ribaltamento in pulsazione/frequenza

Es. rect: s(t)=s(-t) 2 S(jw) = S(-jw)

A

1 1\
N AN o

t N ol 1\ f

A

N =




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Coniu g To)

DI PADOVA induce ribaltamento e coniugio in pulsazione

y(t) = x*(t) — Y (jw) = /00 T*(t)e 7t dt

( /_ : z(t)el dt) *

= X*(—jw)

48



UNIVERSITA SI mme trie

DEGLI STUDI
DI PADOVA come diretta conseguenza

dominio del tempo
s(t) = s(-t) pari | pari S(jw) = S(-jw)
s(t) = -s(-t) dispari dispari S(jw) = -S(-jw)
s(t) = s*(t) reale Hermitiana S(jw) = S*(-jw)
s(t) = s*(t) reale e pari reale e pari S(jw) = S*(-jw) — S(jw) = S*(jw)
s(t) = s(-t) S(jw) =S (-jw
immaginaria ?
immaginaria e dispari ?
reale e dispari ?
i : 49
dominio della pulsazione/ frequenza




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Forma trigonometrica

DI PADOVA della anti-trasformata di Fourier di segnali reali

1 [0 . 00 .
s(t) = %/ S(jw)ej‘”tdw+%/0 S(jw)e’ dw

1 o0 . 1 o0 .
— o —jut . Jwt
oy /0 S(—ju) e 7" du + - /0 S(jw)e’* dw

S*(ju)
1 L
= — §R[ S(jw) e dw]
1S(w)edo@

:/ ;T|S(jw)|§)? 77 )it du
0

_ /Ooo %|S(jw)| cos(wt + p(w)) dw

50



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Traslazione nel tempo

DI PADOVA induce una modulazione in pulsazione

y(t) = z(t — o) — Y (jw) = /oo z(t —to)e ¥t dt
— /OO x(u)e_jw(“+t°) du

oo
— g Jwho / z(u)e ™" du

—00

= X (jw)e 7

51



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Modulazione nel tempo

induce una traslazione in pulsazione

y(t) = z(t)e?°! — / (t)e?“Pte I dt
:/ —J(w wo )t du
= X (jw — jwo)

Traslazione e modulazione sono due operazioni duali

z(t —to) 1P X (jw)e @l z(£)e™" W X (jw — jwp)

52



UNIVERSITA

DEGLI STUDI S Ca I d

DI PADOVA regola nuova - induce una scala in pulsazione

53



UNIVERSITA

DECLI STUDI Regola di simmetria

DI PADOVA un’altra regola nuova

o0

o) — S(jw) = / s(t)eTt dt

—00

Cosa succede se applico la trasformata di Fourier due volte?

S(jw) = S(u)= /_OO S(jw)e ™ dw = 2ms(—u)

Ovvero da una coppia segnale-trasformata ne individuo una seconda
{st).5Gw)} = {S(t),2ms(~w)]

{rect(t), sinc(w/27r)} — {sinc(t/27r), 27 - rect (w)}

54



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Convoluzione

DI PADOVA induce un prodotto in pulsazione

) =zrylt) = Z(jw) = / N ( / N x(u)y(t—u)du) et gy

_ /_ :x(u) ( /_ :y(t—u)e—jwtdt) du

r(u)Y (jw)e 7" du

|
3

oo

= X(Jw)Y (jw)

95



UNIVERSITA
EGLI STUDI Prodotto

D
DI PADOVA induce una convoluzione in pulsazione

O

() =alOy®) = ZGw)= [ sy d

— 00

:/ z(t) (%/ Y(jv)e”tdv) e 7" dt

L[~ Y (jv) ( / N x(t)e‘j(“’_”)tdt) dv

:% — 00 — 00
— L Ty X Gw— ) d
o/ Ju) X (J(w —v)) dv
L X« v(jw)
= — w
2T J

Prodotto e convoluzione sono due operazioni duali

zxy(t) I X(jw)Y (jw) z(t)y(t) I %X * Y (jw)



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Area

DI PADOVA coincide con la trasformata/antitrasformata in O

S7



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Ene g |a

DI PADOVA teorema di Parseval-Plancherel

58



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Derivazione

DI PADOVA induce un prodotto in pulsazione




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Prodotto per il tempo

DI PADOVA induce una derivazione in pulsazione

y(t) =te(t) = Y(jw)=7jX"(jw)

X'(jw) = % ( /_ N r(t)e vt dt)

oo

o0 —jwt
- / O

oo dw

= / —jtz(t) e’ dt
N— —
y(1)

60



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Integrazione

DI PADOVA induce una trasformazione particolare in pulsazione

y(t) =x*x1(t) = /_00 z(u)l(t —u) du
= [w r(u)l_(u —1t) du

61



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1

Calcolare la trasformata di Fourier dei seguenti segnali

a) Sinc s(t) = sinc(t)

b) Rettangolo scalato s(t) = rect(t/T)

c) Sinc scalato s(t) = sinc(t/T)

d) Segnale costante s(t) = 1

e) Delta traslato s(t) = §(t-ty)

f) Esponenziale complesso s(t) = elwot

g) Sinusoide s(t) = cos(wot+¢@g) oppure s(t) = sin(wot +¢@g)
h) Sinc quadro s(t) = sinc?(t/T)

i) Triangolo s(t) = triangle(t/D)

j)  Modulazione double-side-band s(t) = x(t) cos(wgt)

k) Convoluzione s(t) = x*x(t) con x(t) = e@ 1(t), a>0

) Convoluzione s(t) = sinc*sinc(t)

m) Trasformazione s(t) = x(-2t+tp)

n) Segnale segno s(t) = sign(t)

0) Segnale gradino s(t) = 1(t) 62



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Altri esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 2
Calcolare la trasformata di Fourier del segnale

Es 3

Calcolare I'area dei seguenti segnali
« sinc(t)

« sinc3(t)

Es 4
Calcolare I'energia dei seguenti segnali
« sinc(t)

63



Trasformata vs. Serie di

Fourier

Relazione aperiodico-periodico




UNIVERSITA

DECLI STUDI Serie vs trasformata di Fourier

DI PADOVA ripasso

periodico /—\4 discreto
o0 1 to+Tp ks o
S(t) — Z Skejkwot Sk — fp \/t0 S(t)e JA 0 dt Wy = Tp

B \—/'Il'rr]n,k

/\ continuo
oo

)= 5 [ Stiw)ed SGw) = [ ste at

aperiodico \/ A
N,

S —
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UNIVERSITA

DEGLI STUDI La periodizzazione

DI PADOVA quale ¢ la serie di Fourier di una ripetizione periodica?

continuo periodico

continuo aperiodico +00 A
u(t) s(t) = Z u(t —nlp) = repr, u(t)
" rep > n=—00
trasf ta di ie di
Trouer | F F | Fourer
v \/ 1 2
U(jw Sk = —U(jkw wo = 21
() l k:Tp (Jkwo) , 0 T,
continuo aperiodico discreto aperiodico

A
A

A~ I

\
»
le
—e




UNIVERSITA

DEGLI STUDI La periodizzazione

DI PADOVA prova

1 [ [ .
Sk = ’ZT/ Z u(t —nT,) | e k0t gt
pJO

1 < [Ir .
= Z u(t — 17,T1[,)e_3'“"°1t dt
P 0 N——

v

1 > —(n—1)Tp .
=T > / u(v) g IRotnTe) dy

—00

D e oo nTp e_?gov
\ - J/
oo
Joo
n=0 n=3 n= n=1 n=0 =-1 n=-2 =-3
|
AT, -3T, -2T, -T, 0 T, 2T, 3T,
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UNIVERSITA

DECLI STUDI Periodico come aperiodico

DI PADOVA le righe spettral

continuo B
periodico s(t) = s(t+ 1)
s = 3 Sen NS
k=—0o0
1 to+T)p '
Sk = —/ s(t)e kvt gy
trasformata di TP to 5
Fourier _
f A Wo = Tp
o0 ) Sk
-~ ®
S(jw) = Z 2180 (w — kwp) I I 11 I ? ¢
k=—o0 1 Kk
1
27TSkl

f1 Af*IAA>
1 w 68




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Altri esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1
Calcolare la serie di Fourier del segnale ~ “"4

Es 2

Calcolare la serie di Fourier dei segnali

« Coseno rettificato s(t) = [cos(2rf0t)|

- Onda quadra di periodo T, e duty cycle d=(2D)/T,

69



|l filtraggio

Visto in frequenza




UNIVERSITA

S ST Filtraggio di segnali aperiodici

DI PADOVA Interpretazione tramite trasformata di Fourier

filtro LTI

z(t) —— h(t) |—— y(t) =z xh(t)

rostormata i | 7 F
. X(w) @( - Y (jw) = X (jw) H (jw)
A
—L A,

71



UNIVERSITA

BRaTIS D] Filtraggio di segnali periodici

DI PADOVA Interpretazione tramite trasformata di Fourier

filtro LTI

o(t) = ot + T;)

h(t) |—— y(t) =z *h(t)

trasli(())rurrrzztra di ‘7_, f
X(jw) = ZQWXk(S(w — kwp) () X v - _ _
r G \TJ Y(jw) = X (jw)H (jw)
~ H(jo) |
1 I t 4 I A . J I t 4 >
1 w > 1 | @

Y(jw) = ZQWXk (Jkwo)d(w — kwo)
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UNIVERSITA iy = .
DEGLI STUDI Filtri ideall

DI PADOVA Low, high, band pass

low—pass band—pass high—pass
t aw I G t G
1 , - 1
_B B [ 0 fo I _B B I
0 b9 IO
/ ﬂ A
na\p /\ {\ AN A A N\ /N

T T < ~¢ /Vvvvv\J YV \/ t
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UNIVERSITA

DEGLI STUDI Effetto di un filtraggio

DI PADOVA

Raw LDF
After bandpass filtering (0.003-0.1Hz)

.20 -

2450 2500 2550 2600 2650 2700 2750 2800 sec
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UNIVERSITA .
DEGLI STUDI Il filtro RC

DI PADOVA Esempio di filtro passabasso reale
R
Equazioni base — AN\ OT
m(t) = Ri(t) T y(t) ;,;T(t) it)\=C  y(t)
py _ 4t | |
=" \&F

X(jw) = RI(jw) + Y (jw)
[(jw) = jwC - Y (jw)

ovvero
X (jw) = (1 + jwRC) - Y (ju)
ovvero
Y (jw) = ————— X (juw)
1+ jwRC e




UNIVERSITA .
DEGLI STUDI Il filtro RC

DI PADOVA Esempio di filtro passabasso reale

76



UNIVERSITA . - rrg -
DEGLI STUDI Serie di filtri

DI PADOVA Prospettiva in frequenza

— hy(t) | hot) —

77



UNIVERSITA

N Parallelo di filtri
DI PADOVA Prospettiva in frequenza
> h,(t
o [ |
- hz(t)
1H1(jw)
X(w) [ Y() = [ Hi(jo) + Hallw) ] X()
Ho(jw)
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UNIVERSITA

e S Filtri In retroazione

DI PADOVA Prospettiva in frequenza

z(t)l
Z2
1H1(jw)

X(jw) ® Y(jw) = Hi(jw) [ X(jw) - Z(jw) ]

i) = Hefic) V0
(o) = Hy(jw) Y(w) Ho(io)

Y(w)=__ Hi(jow) X(jo)
1+ Hy(jw) Ho(jw) | 70




UNIVERSITA

DECLI STUDI Filtri distorcenti/non distorcenti

DI PADOVA Rispetto ad un segnale

filtro LTI

z(t) —— h(t) |—— y(t) =z *h(?)

il filtro NON distorce il segnale se y(t) = A x(t-tp)
ovvero Y(jw) = A X(jw) exp(-jwty)

80



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Altri esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1
Un fitro reale h(t) distorce il segnale cos(2nrfyt) ?

Es 2
Dato l'ingresso x(t) = cos(50mnt) + 5 cos(120 nt) calcolare la
risposta al filtro h(t). Il filtro distorce il segnale?

IH(jw)| arg[H(jw)]
4 [ s
V 150m
>
1007 2007
Es 3

Un filtro h(t) mappa il segnale x(t) = triang(t/3) nel segnale y(t) =
= triang((t+2)/3) + 2 triang(t/3)+ 4 triang((t-1)/3). Identificare h(t),
H(jw), e la risposta al gradino 1(t). Il filtro € BIBO stabile?

>
>

81



La trasformata discreta di

Fourier

Per segnali a tempo discreto




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Dal continuo al discreto
DI PADOVA la trasformata a tempo discreto di Fourier
/\ aperiodico
()= [ S ao S(w) = [ st)er at

continuo \/

campioniamo

| teoompo
T Z s(nT)e 7t
| . o _ N —jon g _
S(n):% : S(e3%)eindh S(e’) = Z s(n)e ,pegrigdciéz

discreto \_/tessa strutture della 2min

serie di Fourier
83



UNIVERSITA

DECLI STUDI | a trasformata discreta di Fourier

DI PADOVA DTFT = discrete time Fourier transform

dominio del tempo

a Irr]e,,
[

n

ricostruzione del segnale

segnale discreto trasforma}ta |
aperiodico / continua periodica
1 2m 0

stn) = — [ S(e?)ei®™dp S(e?’) = > s(n)e™", 6=wT

21 Jo oo

N | —

proiezione su una base ortogonale

S(el?)

N NNy

84

dominio di Fourier



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Pro P rieta

DI PADOVA sempre le stesse

linearita

z(n) = az(n) + Py(n) = Z(%) = aX (%) + Y (')
ribaltamento e coniugio
y(n) =z(-n) = Y() =X(e?)
y(n) =z*(n) = V() =X
traslazione e modulazione
y(n) =z(n—ng) = Y (%) = X(&%)e
y(n) = z(n)e™" = Y ()

85



UNIVERSITA

EGLI STUDI Proprieta (continua)

1 PADOVA sempre le stesse

D
D

convoluzione e prodotto

2(n)=zxy(n)= Y an—kyk) = Z(%) =X(’)Y(
z(n) =z(n)y(n) = Z(°) = % : 7rX(ej(“_g))Y(ej“)du

area e energia/potenza

00 1 2m _ﬁ

S(e) = ) s(n) =4, s0) = 57 | S8 =3

o0 1 2 .
E,= ) |s(n)f = %/O X (e%)?df = Ps
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UNIVERSITA
DEGLI STUDI
DI PADOVA

x(n)

—

trasformata
discreta di
Fourier

L'incremento

o derivata discreta

incremento

}'

v
X(el?)

»
»

Y(el) = )z(ei") (1- e9)

(x)
\r1 - g8

87



UNIVERSITA

T La somma corrente

DI PADOVA o integrale discreto

x(n) somma y(n) = z z(k) =z * 1y(n)
corrente k=—o0
e | e |
Fourier Fourier |
jo Y(eif
X(el’) : @r :( )
i 1
Up(e’) = g + mcombo, (6)
| | | X (19 |
Y (%) = Up(e?) X (/%) = (e ).9 + X (€’°) mcomby, ()
1—e™J N——r

Ay 88



UNIVERSITA

DEGLI STUDI La moltiplicazione per il tempo

DI PADOVA o derivata nel dominio di Fourier

y(n) =nz(n) = Y()=jX'(e")

00 de—jOn

— Z —]TLCE —an

e n=—co 2(n)

89



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Il campionamento

DI PADOVA come ripetizione periodica nel dominio di Fourier

campionatore
z(t) y(n) = z(nT)

R,

trasformata

e s/ NG
| a1 |
X(jw) scala | rep | Y(e)= TrepzﬂX(]O/T)
A T 2T
A

— — ripetizione ‘l (\'\!\k

1 periodica = 7

90



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Dimostrazione

DI PADOVA

oo 00

1 ([ . |

Y(eje) = E z(nT)e jon  _ E o (/ X(jw)ej“’"wa) L
o0 . 1 oo T

:/ X(]CU) (g E e~I(0—wT) ) dw

= / X (jw)comba, (0 — wT) dw

1 [ U
=7 /_oo X(j T)combgw(O —u) du

——Z/ X(y 5(9 21k — u) du

__k_z_:oo (9 Zwk)
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UNIVERSITA

BbcLlSito] Il campionamento con T=1

DI PADOVA come ripetizione periodica nel dominio di Fourier

campionatore
T=1

z(t) l y(n) = z(n)
f f trasformata

, discreta di
trasformata di Fourier

Fourier

X(jw) rep Y (e”)
21

v

n
»

ripetizione
periodica

92



UNIVERSITA

mecu stunt Flltraggio di segnali discreti aperiodici

DI PADOVA Interpretazione tramite trasformata di Fourier

filtro LTI

z(n) ——1 h(n) |—— v(n) =z *h(n)

trasf ta di
e F
v N v
X (€ Y () = H(e) X ()
A
—P\//\I > A /I
=TT T N s e—— >
HE) T T
T —>
=TT T

93



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1

Calcolare la trasformata discreta di Fourier per i seguenti segnali
I'impulso discreto 6(n)

I'impulso traslato 6(n-ng)

Il segnale costante s(n) = 1

la sinusoide s(n) = Acos(ngy+ ¢q)

il rettangolo s(n) = rect(n/(2ny+1))

'esponenziale decrescente s(n) = a" 14(n) con |a|<1
il segnale segno s(n) = sign(n)

Il gradino discreto 1,(n)

Il segnale s(n) = sinc(nd)

T TQ M0 o0 TR

Es 2
Calcolare la trasformata di Fourier e I'area del segnale discreto
s(n) = n a" 1y5(n) con |al<1
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L a Discrete Fourier Transform

(DFT)




UNIVERSITA

DECLI STUDI DFT = discrete Fourier transform

DI PADOVA serie di Fourier per segnali discreti periodici

proiezione su una base ortogonale

/\ N—
1 Je~ikndo g

8(7?,) _ Skejkneo k: — N - ) 0 N

k=0
discreto periodico v discreto e periodico

ricostruzione del segnale

A

ErYILAS Tll‘ﬁ.m.’,? ll‘._,._,.
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UNIVERSITA

DEGLI STUDI Versione matriciale
DI PADOVA della DFT

(N-1)-0 (N-1)-1 (N-1)-(N-1)
_UJN wN ¢ oo wN i
Le colonne formano una base ortogonale per un vettore complesso di lunghezza N

Wy = e 2mi /N

proiezione sulla base ortogonale

R

s=FS S =(1/N) F*s

N —

ricostruzione del segnale 97



UNIVERSITA

DECLI STUDI Periodico come aperiodico

DI PADOVA le righe spettral

discreto N-1
periodico s(n) = S, elFndo
k=0 DFT
F
1 = o o
il —Jkn — =7
trasformata. Sk = N Z 8(77,)8 Py 0= N
dicreta di Fourier, n=0
A
Sk
~ . ° .
S’(eje) = Z 27 Skcomb (6 — kb)) I ! ] ! ] I ! ] S
k=—o0
R Q
T\ 27TSk

Lol Tol 1ad,
| | | o 98




UNIVERSITA

secustopr Il c@ampionamento di segnali periodici

DI PADOVA come ripetizione periodica nel dominio di Fourier

continuo discreto
periodico T,= NT ~ campionatore periodico N
z(t) | y(n) = z(nT)
serie di DFT
Fourier
F F
}
X [ rep | Yo
A N g A
| ripetizione I 1 ] ]
1] , e [1 1] Iy )
l periodica l l

99



UNIVERSITA

mcustupt L@ periodizzazione di segnali discret

DI PADOVA quale é la DFT di una ripetizione periodica?

discreto aperiodico discreto periodico
z(n) y(n) = repyx(n)
| Tepn >
trasformata di DFT
Fourier per | f ‘7:
segnali discreti
v v
. 1 . 2T
X (e Ye = —X(e%%) | gy =
continuo periodico discreto periodico

100



UNIVERSITA

e S Legame tra le trasformate di Fourier
DI PADOVA
t 2(t) tempo b X(jo) dominio di Fourier
2T
trasformata di Fourier
NT —> / ;
0 campionamento t 0 ' w
R y(n) _ x(nT) \ Y(ej") _ %rep%X(jﬂ/T) scala + rip. periodica
u‘ >\ A /\
0 N n 0 2 9‘
i Doy ™| DFT] s fvem), =2 | conperaens
> 1
° ° ° ° ° _ - 27
... k HT i
A y ?eece - hd .O_T hd hd N? hd F 101




e trasformata di Fourier a

confronto




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Seg nali

DI PADOVA Le 4 classi di trasformazioni di Fourier

continui | discreti

campionamento
>

\ “ L\\ =
4 l“%"‘ W W VR O\ YA YN W,
(=)

b

r S
2
v“ Tﬂh, | ,Tmr, :
: |l ik
103




UNIVERSITA

DECLI STUDI Trasformate di Fourier

DI PADOVA Le 4 classi di trasformazioni di Fourier

tempo continuo | tempo discreto
cs
: 27[' =k
c 1 . . M
= s(t) = / S(jw)e’ dw s(n) = — S(e??)e?®db 3
o 27T 0 -8
o o0 o0 2
N : —jwt ; i
£ S(jw) 2/ s(t)e " dt S(e??) = Z s(n)e=" 2
g_ e n=-—o0 S_
e O
= o
‘S 00 —1 a
) ikwot 27 ikno =
= = Spe? "0 Wo = — s(n) = Sp.e? 0
"o’ k_z : 1y ") kzg -8
S T i ®
®

E Lo (t)e Ihwoty 1 ¢ ikn 2m g

Sk:—/ s(t)e "ot dt Sk=—=>) sn)e  fh=— g
g TP to N nZ:O N o
o o
q&_’ 104

frequenza aperiodica frequenza periodica



UNIVERSITA

T Area, Energia, Valor medio, Potenza

DI PADOVA Le 4 classi di trasformazioni di Fourier

tempo continuo | tempo discreto

©
£ S(j0) = A, s(0) = Ag S(e”) = As s(0) =ms 3
o

Q
©
N Es = Es E, = Ps E
5 o
o =
: 3
3 ]
o S
@ So=ms s(0) = As So=ms; s(0)=mgN o
° 3
£ s =Es P, = PsN 5
- =
o o
§ 105

frequenza aperiodica frequenza periodica



UNIVERSITA
DEGLI STUDI
DI PADOVA

tempo continuo

Traslazione e modulazione

Le 4 classi di trasformazioni di Fourier

tempo discreto

©
: =k
c D
g  olt-t) W X(jw)e | an—no) i X()e M3
1 Q
N 2(t)e i X (jw — jwo) c(m)e™ |y Y (el 00 3
o o
= o
S ]
- . 3
® z(t —t1) ||» X, e Jkwots z(n — ng) ||» X, e~ Iknobo T
2 E:
cu : _ ®
::: m(t)ejmwot "» Xk—m x(n)ejkonﬂo ||» ch—ko g-
= g
ua“-, 106

frequenza aperiodica

frequenza periodica



UNIVERSITA

DEGLI STUDI
DI PADOVA

Convoluzione

Le 4 classi di trasformazioni di Fourier

tempo continuo

tempo discreto

©
= - ~
c . .
S zxy(t) W X(jw kZ k) I XY () 3
o e -
o 2m _ _ Q
5 )y(t) Imp %‘ $Y(jw) | smy®) ||»@0 XY (@)du g
S =
g 8.
= o
= o
2 =k
© Rk N-1 g
03, /to z(t — w)y(u)du II» XYk @Z z(k)y(n — k) ||» XY 3
© k=0 °
S > N-1 4
N z(t)y(t) | X, Vi XY . 3,
- ()y(t) » m;oo g "» Z_ 3 3
g— m=0 =5
= o
= 107

frequenza aperiodica

frequenza periodica



Il teorema del campionamento

Ovvero la relazione continuo/discreto




UNIVERSITA

DEGLI STUDL Ricostruire un segnale dai campioni

DI PADOVA Invertibilita del campionamento

z(t) y(n) = z(nT) z(t)
4 l 9 .
trasformata di trgsformatg trasformata di
Fourier f f d';gﬁgrd' Fourier f
| | L
X(jw) Y(e”) = 7repar X (70/T) X(jw)
— rep T 7?7

/\‘\ L’infoﬁnazione NON si & persa m

a patto che NON ci sia aliasing

109



UNIVERSITA

DEGLI STUDI

DI PADOVA

Il pre-filtraggio

Per evitare aliasing

pre-filtraggio

z(t)

trasformata di
Fourier

F

v
p  Xlw)

[
»

h(t)

\ 4

= z(nT)

Questa &
I'informazione che si
puo recuperare dai
campioni

trasformata
discreta di
Fourier

Y (e7%)

G
»

VAN T 1A :

THGw)

-t/ T

/T

A A,

110



UNIVERSITA

DECLL STUDL L'interpolazione
DI PADOVA come raccordo dei campioni di un segnale
filtro —— / \T -
interpolatore o0
z(n) y(t) = Z z(n)h(t —nT)
S > k=—00
T h \ z(n)h(t — nT)

N
S |
N
-y

t 111



UNIVERSITA

meustonr condizione di corretta interpolazione

DI PADOVA perché sia un vero raccordo

y(nT) =z(n) = h(nT)=4n)
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UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esempi di filtri

DI PADOVA per una corretta interpolazione

90(t) 44

5(t)
A tenuta 1 W
rrlbr
e m i
| T 1

go(t) 4

N
oY
~

N
Y
N

o+
N
o~

BN
N
%’g
<
<
;

] 9o(t) 44 5(t)
A\ Y INAAT M
IS At I \ e
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UNIVERSITA

DECLI STUDI Corretta interpolazione in frequenza

DI PADOVA A volte piu semplice

h(nT) = 6(n) —> %rep%H(jé’/T):l

— rep27r/TH(jw) =T

sinc(t/T) O impulso a coseno
A\ ialzat
O$ & rialzato
/ T\ % ™~
T rect(wT/2m) .
V)
2 |
-t/ T /T /T /T 114



UNIVERSITA

DEGLI STUDI L'interpolazione in frequenza

DI PADOVA come scala e filtraggio

filtro
interpolatore

z(n) y(t) = Z z(k)h(t — kT)
o 1h ]

trasformata di
f Fourier

trasformata
discreta di
Fourier

X©) | scala | X)) YO =X(EHHEL)
LT
ﬂ\ A | 2T H(jw)] | 2n/T
21
>
-1t/ T /T
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UNIVERSITA

DEGLI STUDI Dimostrazione

DI PADOVA

Y (jw) = /00 ( Z z(k)h(t — kT)) e Ivt dt

k=—o00

= Y z(k) ( / ) h(t — kT)e 7" dt)

—00

= Y z(k)H(jw)e 7+

k=—o0

— X (™T) H(jw)
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UNIVERSITA

DECLI STUDI Il teorema del campionamento

DI PADOVA In banda base [Shannon 1949]

Un segnale continuo s(t) limitato in

pulsazione nella banda [-2rB, 2nB] si puo
ricostruire dai propri campioni s(nT) se |l
passo di campionamento soddisfa T < 1/(2B) 2B
s(t) = s(kT)sinc((t — kT)/T)
k=00

x(n) = s(nT) y(t) = s(t)

Th

h(t) = sinc(t/T)
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UNIVERSITA

DEGLI STUDI Dimostrazione

DI PADOVA Del teorema di Shannon

S(jw) | scala rep X(e") % Y(jw)
— — 1/

rep }C?I{ ’D(T X rect(wT/2m)

2r/T

S(jw) | rep RUw)

.
L

2/T \‘/ "

rect(wT/2m) = H(jw)/T
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DI PADOVA Del teorema di Shannon

S(Ja)) rep Z(w) Y Y(ja)) /‘\
ﬂ\ 21/T ' ? |
' A
rect(wT/2m)
>
-rt/T /T

T < <

/ \ 2T

2nB o7

No aliasing se 2nB<n/T, ovvero T<1/2B 19



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1
Proporre uno schema di ricostruzione del segnale s(t) = sinc3(t)
dai suoi campioni

Es 2
Proporre uno schema di ricostruzione di s(t) = sinc?(t) 192 daj
campioni che utilizzi il maggior passo possible di campionamento

Es 3
Calcolare l'uscita con X(jw) = [1 — triang(w/2m)] rect(w/4 )

Hi(jw) = 2 — 2 rect(w/28m) Ho(jw) = Varect(w/4m)

@] b ] e

cos(14mrt) T=70 120




