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1 Esercizi visti il 10 ottobre 2023

Esercizio 1. [I Esercizio 1.1](Caratterizzazione sequenziale della chiusura). Siano (X, d) uno
spazio metrico, A C X e x € X. Provare che z € A se e solo se esiste una successione
n—-+00

(Tp)neny € A con x, —— x

Svolgimento. Proviamo prima I'implicazione (<=). Sia quindi (z,),eny € A con z, DO o

Ragioniamo per assurdo e supponiamo che x ¢ A. Applicando la definizione di chiusura (vedi
[2,, Definizione 2.1.3]) cio ci dice che esiste un 7 > 0 tale che

B(F,z)NA = 0. (A)
Ma dalla definizione di convergenza (vedi [2, Definizione 1.4.1]) abbiamo anche che d(z,,, z) “==%
0. Cio vuol dire che esiste un 7 > 0 tale che d(x,,x) < 7 per ogni n > m. In altre parole
x, € B(T),z per ogni n > 1. Ma z,, € A per ogni n € N quindi z,, € ANB(r,z) per ogni n > 71
contraddicendo ([A)). Vediamo I'implicazione (=). Sia € A. Sappiamo che per ogni r > 0 si
ha che

B(z,r)NA#0. (B)

Per n € N scegliamo il raggio della palla in come % In particolare abbiamo che per ogni
n € N possiamo scegliere un x,, nell’intersezione non vuota B(x, %) NA; in altre parole scegliamo

T, € B(z, L) NA#0.
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Inoltre, siccome x, € B(z, ) abbiamo che d(z,,z) < . Quindi tale successione (,)nen &
quella cercata. O

Esercizio 2. [1, Esercizio 1.2] Siano (X, d) uno spazio metrico ed A C X un suo sottoinsieme.
Provare le seguenti affermazioni:

(i) A ¢ il pin grande insieme aperto contenuto in A;
(ii) A & il pin piccolo insieme chiuso che contiene A.

Svolgimento. (i) Dalla definizione di interno di un insieme (vedi [2, Definizione 2.1.1}) risulta
immediato che se abbiamo due insiemi Uy, Uy C X taili che Uy - U, abbiamo che U; C Us.
Sia quindi B un aperto tale che B C A. Ma allora B = B C A da cui la tesi.

(ii) Dalla definizione di chiusura di un insieme (vedi [2, Definizione 2.1.3]) risulta immediato
che se abbiamo due insiemi Uy, Uy C X tali che U; C U, abbiamo che U; C U,. Sia quindi

B un chiuso tale che B D A. Ma allora B = B D A da cui la tesi.
O

Esercizio 3. [, Esercizio 1.3] Siano (X, d) uno spazio metrico ed A C X. Provare che A =

AUDA.

Svolgimento. Vediamo prima l'inclusione (C). Sia p € A: cio vuol dire che per ogni r > 0 si ha
che

B(p,r) N A #0.

A questo punto abbiamo due possibilita:
B(p,r)N(X\A)#0 Vr>0oppure Ir > 0s.t. B(p,r)N(X\A) =0.

Nel primo caso abbiamo che p € JA mentre nel secondo p € Al L’inclusione (2) segue
immediatamente dal fatto che A C A C A e dal fatto che 0A = AN (X \ A) C A. O

Esercizio 4. [I, Esercizio 1.4] Sia [*°(R) I'insieme di tutte le successioni reali limitate:
[°(R) = {(an)nen successione in R limitata}.

1. Verificare che [*°(R) ¢ uno spazio vettoriale reale con le naturali operazioni di somma e
moltiplicazione scalare per le successione.

2. Verificare che la funzione || - ||« : [*°(R) — R cosi definita
ll(an)nenlloo = sup{|a,| € R s.t. n € N}.
definisce una norma.
3. Verificare che la funzione d, : [*° x [*° — [0, +00) cosi definita
doo(7,y) = || =yl
¢ una distanza su [*(R).

Svolgimento. 1. Siano (a,)nen, (bn)neny € [°(R) e r, B € R. Dobbiamo mostrare che a(ay, )nen+
B(bp)nen € I1°(R). Sappiamo che esistono C,,C, > 0 tali che per ogni n € N si ha
la,| < C, e |b,| < Cp. Abbiamo che per ogni n € N si ha

|an + Bba| < lallan] + [B]lbn] < |a|Ca +[B[Cy < +o0.
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2. Vediamo che || - |[» ¢ davvero una norma (vedi [2, Definizione 1.3.1]): ¢ chiaro che ¢
non-negativa: se abbiamo che |[|(a,)nen|looc = 0 segue che a,, = 0 per ogni n € N e quindi
(an)nen € la successione identicamente nulla che & lo zero dello spazio vettoriale [*°(R).
Sia invece A € R: abbiamo che

A (@)l = 5 |Aau] = [ 5P an] = Al (@n)es o

Ci resta da dimostrare la disuguaglianza triangolare: siano (an)nen, (bn)nen € 1%°(R):
abbiamo che

1(@n)nen + (bn)nenilloo = sup |an + ba| <

< Slép(\an\ + [bnl) = sup |an| + sup 16| = 1(@n)nenloo + [[(bn)nenl|oo-

3. Il fatto che d, sia una distanza segue immediatamente dal fatto che || - ||o € una norma
(vedi [2, Definizione 1.3.1]).
O]

Esercizio 5. [I], Esercizio 1.5] Sia (X, d) uno spazio metrico e definiamo la funzione § : X x X —
[0, 4+00) come

__d(=z,y)
5(x7y>_Hd—M7 T,y € X.

Verificare che (X, d) € uno spazio metrico e che ha la stessa topologia di (X, d).

Svolgimento. Dobbiamo verificare che ¢ sia effettivamente una distanza (vedi [2, Definizione
1.1.1]). E chiaro che visto che anche d & una distanza si ha che d(x,y) > 0 per ogni z,y € X,
d(z,y) =0seesolosex =y € X e d(x,y) = (y,x) per ogni z,y € X. Ci resta da mostrare
la disuguaglianza triangolare: siano z,y, z € X: vogliamo vedere che

Iz, y) < o(z,2) + (2, ).

Abbiamo che a( ) )
x,y
6 = - ]_ e —
(=9) =1 +d(,y) 14 d(z,y)

ora usiamo la disuguaglianza triangolare di d e otteniamo

1_;<1_ 1 _d(z,z) +dly, 2)
L+d(z,y) = 1+d(z,2)+d(zy) 1+d(z,2)+d(zy)

B d(zx, z) N d(y, z) < d(z, 2) d(y, z)

C1+4d(z,2) +d(z,y)  1+d(z,2)+d(z,y) ~ 1+d(z,2z)  1+d(z,v)
Per provare che la topologia indotta da ¢ coincide con quella indotta da d ci basta mostrare che
ogni palla centrata in un certo x € X in una metrica indotta da ¢ contiene una palla centrata
in x nella metrica indotta da d e viceversa. Questo € vero visto che per ogni x € X e per ogni
r > 0 si ha che

=0(x,2) +0(2,y).

By(z,r) C Bs(z,7) e Bs(z, =) C By(x,r).

T r+1

Esercizio 6. [I, Esercizio 1.6] Sia A C R il seguente insieme:

bq

Calcolare la chiusura A C R rispetto alla distanza standard di R.
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Svolgimento. Cerchiamo di capire chi possa essere A. Ricordiamo che per ogni p,q € R si ha
che (p — ¢)? > 0. Cid implica che pg < 5(p* + ¢*). Analogamente abbiamo che (p + ¢)* > 0.
Cio implica che — 2(p +¢%) < pq. Qumdl abbiamo
2, 2 2., 2
oot Pq c_pPre 1
27 22422 +2 T PP+ +1 T 202+ 2¢2+2 7 2

Ora [_57 5] ¢ un chiusoe A C [—57 5] qulndl A C [ PR 5]

e che quindi in realta si ha che A = [—1, 2] Sia quindi 3 € [—21

Vedlamo che vale I'inclusione opposta

> 2] Vediamo quindi che esiste

una successione (y,)nen € A tale che y, nobeo, y. Consideriamo la funzione y = : essa

1+x2‘
¢ una biezione quando manda [—1,1] in [3,3]. Quindi esiste un unico € [—1,1] tale che
U = 1352 Ora siccome [~1,1] N Q & denso in [~1, 1] abbiamo che per ogni n € N esiste un

z, € [-1,1] N Q tale che [T — x,| < L. In altre parole possiamo trovare una successione

(Zp)nen C [—1,1] N Q tale che z,, 2= %. Visto che z, € Q N [—1,1] vuol dire che esistono
o, € Z ed B, € N tali che z,, = O‘" In particolare na,, € Z e nfS, € N. Ora osserviamo che

(nan) (n/Bn) _ %_: _ Ln n—+00 T =7
2,2 232 - 2 = 3 T = =
n?a2 +n?fz: +1 <g_:> +1+ﬁ () —{—1—|—m T+ 1
dove nella prima uguaglianza abbiamo diviso numeratore e denominatore per n?32. La succes-
sione
s — () (0B)
nne no2 +n2B2+1), n

e quindi quella cercata. O

Esercizio 7. [I Esercizio 1.7] Siano A C R" un insieme aperto limitato, z € A ed r C R" una
semiretta uscente da x. Provare che r N 0A # ().

Svolgimento. Parametrizziamo la semiretta r come
r(t) =x + vt per t >0
dove v € R™ & un versore opportunamente scelto. Cosideriamo ora l'insieme
I={t>0st. r(t) € A}.

Sia ora t = sup I. Sappiamo che 0 < ¢ perche A ¢ aperto e che t < +oo perche A ¢ limitato. Per
definizione 7(t) € r. Se mostriamo che r(¢) € A abbiamo concluso. Vogliamo quindi mostrare
che per ogni s > 0 si ha che

B(r(t),s)N(R"\ A) #0 e B(r(t),s) NA#0

La prima condizione & vera perche per ogni s > 0 si ha che r(t + 3) € B(r(t),s) N (R"\ A).
Verifichiamo la seconda condizione: se t € I allora 7"( ) cAe abblamo concluso; se invece ¢ & [

allora esiste una successione (t,)nen C I tale che t,, 2% T ma cid equivale a dire che per ogni
s > O esiste un ¢, € I tale che t—t, = |r(¢t)—r(t,)| < s. In particolare r(t,) € B(r(t),s)NA. O

Esercizio 8. [Il, Esercizio 2.1] Sia (X, d) uno spazio metrico discreto e sia R munito della
distanza standard. Provare che una qualsiasi funzione f : X — R & continua.



Svolgimento. Proviamo preliminarmente che la topologia indotta dalla distanza discreta (vedi
[2, Esempio 1.1.2]) ¢ quella discreta ovvero che ogni A C X ¢ aperto. Per fare cio osserviamo
che ogni p € A & un punto interno perche p = B(p, %) C A. Infine usiamo la caratterizzazione
topologica della continuita (vedi [2, Teorema 2.5.1]). Sia B C R un aperto; f~'(B) C X che
(siccome la topologia ¢ discreta) e aperto. O

Esercizio 9. [I, Esercizio 2.5] Sia R munito della distanza euclidea, A C Red f: R — R una
funzione continua. Provare o confutare tramite controesempi le seguenti affermazioni

(i) f(A) aperto = A aperto,
(ii) A aperto = f(A) aperto,
(iii) f(A) chiuso = A chiuso,
(iv) A chiuso = f(A) chiuso.

Svolgimento. (i) E falso. Per vederlo prendiamo f(z) = |z| ed A = (1,2) U {—2}. Abbiamo
che f(A) = (1,2) che & un aperto, ma A non lo é.

(ii) E falso. Per vederlo prendiamo f(z) = sin(z) ed A = R. Abbiamo che A & un aperto, ma
f(A) =[—1,1] non lo e.
(ili) E falso. Per vederlo prendiamo f(z) =1 ed A = (—1,1). Abbiamo che f(A) = {1} che &

un chiuso, ma A non lo e.

(iv) E falso. Per vederlo prendiamo f(z) = 12 ed A =R. Abbiamo che A ¢ un chiuso, ma
f(A) = (0,1] non lo e.
0

Esercizio 10. [I, Parte dell’esercizio 2.9] Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metrici, f : X =V
una funzione continua ed A C X. Provare che f(A) C f(A).

Svolgimento. Sia y € f(A). Vogliamo provare che 3 € f(A). Lo facciamo usando la caratteriz-

zazione sequenziale della chiusura (vedi [I Esercizio 1.1]). Vogliamo quindi mostrare che esiste
n——+0oo

una stccessione (4, )nen C f(A) tale che y, = y. Visto che y € f(A) esiste un z € A tale

che f(z) = y. Siccome z € A esiste una successione (z,)peny C A tale che z, % z. Ma

allora definendo y,, := f(z,) e ricordando che f ¢ continua otteniamo la successione cercata. []
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Esercizio 11. [I, Esercizio 2.3] Sia (X, d) uno spazio metrico e sia K C X un sottoinsieme
chiuso. Provare che se X e compatto allora K e compatto.

Svolgimento. Sia (z,)neny € K una successione. Ma allora € una successione anche in X che

N . . . j—+o00 _
e compatto quindi ammette una sottosuccessione (ZEnj )jen tale che Tn, 7% 7 e X. Ma

(7n;)jen € una successione convergente contenuta in /& che ¢ un chiuso quindi 7 € K da cui la
tesi. [

Esercizio 12. [I, Esercizio 2.4] Provare che il seguente insieme ¢ compatto nella topologia
standard di C:

n-+1

Provare 'affermazione sia con la definizione di compattezza per ricoprimenti sia con la defini-
zione di compattezza sequenziale.

K:{1+nZ€C:nEN}U{i}.



Svolgimento. Scriviamo in maniera pitt comoda K:

l4ni  (14ni)(n—i) n—i4+n’i+n _ 2n n?—1.

nti (mrdn—i) w4l sl st
Definiamo la funzione f : N — C definita come f(n) = ngil + Ziﬁ@ Vediamo che K e compatto

tramite la definizione di compattezza sequenziale. Sia (a,),eny € K una successione. Ora per
ogni n € N esiste un m,, € N tale che a, = f(m,). Quindi possiamo pensare alla successione
(@n)nen come (f(my))nen. Vediamo che ammette una sottosuccessione convergente: se (ay)nen
contiene infiniti termini uguali tra di loro allora prendo quella sequenza per sottosuccessione
(che essendo costante ¢ banalmente convergente). Se invece non ci sono infiniti termini uguali
tra loro prendiamo una sottosuccessione (b, ),en costruita cosi: by = a; = f(my) per by prendo
il primo termine ar = f(my) tale che my > m; e cosi via... Allo stesso modo per ogni n € N
esiste un j, € N tale che b, = f(j,). Ma in questa successione abbiamo che j,, < j,11 per ogni
n € N. Ma allora questa successione e convergente perché o e costante (almeno da un certo
punto in poi), e allora abbiamo concluso, oppure abbiamo che j, TR oo e allora
2n n? oo

7124—14—712—1—1Z

0+ Ia.

Ma ¢ € K quindi K e compatto. Vediamo che K & compatto tramite la definizione di compat-
tezza per ricoprimenti. Sia (U;);je; un ricoprimento aperto di /. Allora esiste un raggio r > 0
eun j € J tale che

Uj D) B(Z,T) EXA

Ma siccome abbiamo gid visto che f(n) 2= j allora esiste un n, € N tale che |f(n,) —i| < r
per ogni n > n,. Ma allora considero un Uj, tale che f(1) € Uj, e cosi via fino ad n, — 1. 1l
ricoprimento finito cercato ¢ quello dato da Uj,, U; U U-. O

J2r oy Ying—1s Yy

Esercizio 13. [I, Esercizio 2.7] Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e sia f : X — YV
una funzione continua e bigettiva. Provare che se X e compatto allora la funzione inversa
f71:Y — X ¢ continua.

Svolgimento. Osserviamo che equivale a mostrare che f e una mappa aperta ovvero che per
ogni aperto A C X si ha che f(A) & aperto in Y. Ma visto che f & bigettiva cid equivale a
mostrare che f ¢ una mappa chiusa ovvero che per ogni chiuso C' C X si ha che f(C) & chiuso
in Y. Vediamo perche: sia C' C X un chiuso ed f una mappa aperta e bigettiva, mostriamo che
¢ f € una mappa chiusa (I'implicazione inversa ¢ analoga). Abbiamo che f(X \ C) ¢ aperto in Y’
ma visto che f & bigettiva segue che f(X \C) = f(X)\ f(C) =Y \ f(C) ma visto che Y\ f(C)
e aperto segue che f(C') e chiuso. Tornando all’esercizio sia quindi C' C X un chiuso. Per [,
Esercizio 2.3] C' ¢ anche un compatto in X. Ma per [2] Teorema 3.5.1] f(C) ¢ un compatto in
Y e quindi e chiuso. O]

Esercizio 14. [Il Esercizio 3.1 (il primo di quelli di base)] Sia (X, d) uno spazio metrico e sia
K C X un sottoinsieme chiuso. Provare che se X e completo allora anche K e completo con la
distanza ereditata da X.

Svolgimento. Sia (x,)neny € K una successione di Cauchy: dobbiamo mostrare che tale succes-
sione & convergente. Se (Z,)nen € di Cauchy in K allora lo sara anche in X, ma X & completo

dunque esiste T € X tale che x, 2% 7. Se mostriamo che T € K abbiamo concluso ma cid
¢ vero visto che se (z,)neny € K allora T € K ma K ¢ chiuso quindi K = K. O



Esercizio 15. [1, Esercizio 3.1 (il primo degli intermedi)] Provare che lo spazio C([0,1]) con
la distanza data dalla norma integrale

d(f,g) = /Wf z)|dx

non € uno spazio metrico completo.

Svolgimento. Dobbiamo trovare una successione di Cauchy (fy,)nen C C([0, 1]) non convergente.
Prendiamo la seguente successione di funzioni:

e chiaro che f,, € C([0,1]) per ogni n € N. Vediamo che la successione e di Cauchy: siano
n,m € N,n > m; vediamo che

3t 2t
A fo fon) = /!fn >\dx—/ rn<x—%>—m<a:—%>|dx+[ 1= m(z— 1)|dz =

1 1,1
2 2t

- 12 2 7ht > e
= /2 (n—m)(af—%)d:c—i—/2 (1—ma+%))dx = (n—m) [x_ — f] + {:c _mry @]
1 1

L1 m 1+12+m Y
2 n 2\2 n 2\2 n)|

- n—m 1 1 1 m 1 1 1(1 1)

2n? m n 2m 2n?2 2m 2n 2

Quindi risulta chiaro che la successione ¢ di Cauchy; vediamo che non ¢ convergente. Ragionia-
mo per assurdo e supponiamo esista f € C([0, 1]) che sia il limite della successione. Dobbiamo

quindi avere che d(f,, f) ——% 0 ovvero che

1

i (/02|f(:c)ldw+/% ) -l >|dx+/1+l |f<x>—1|dw> 0

2 ' n

Nl
3=

In particolare cio implica che

/0§|f(9€)|d90=0e /;|f($)—1|dx:0

Ma cio ci conduce all’assurdo visto che f & continua in ogni punto di [0, 1] e quindi anche

in 1. Ma dalla prima condizione abbiamo che lim ;- f(z) = 0 mentre dalla seconda che
x—>§

lim o+ f(z) = 1. O
Cl')*)i
Esercizio 16. [I, Esercizio 3.4] Definiamo la funzione d : R x R — [0, +00)
d(z,y) = e —¢’|, x,yeR.
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i)
ii)

iii)

Provare che (R, d) ¢ uno spazio metrico.
Provare che lo spazio metrico non & completo.

Determinare il completamento di (R, d).

Svolgimento. 1) Vediamo che d ¢ una distanza: & chiaro che d(z,y) = d(y,x) > 0 per ogni

ii)

iii)

z,y € R. Supponiamo invece che d(z,y) = 0 ovvero che |e” — e¥| = 0. Ma allora
0= |e — M| =[l- eV > 1 - =0 P =1y =0
Ci resta da vedere la disuguaglianza triangolare: siano x,y, 2 € R: abbiamo che

d(z,y) =le* —e| = e —e* +e* —e| < |e¥ —€*| +|e* — &Y =d(z,2) +d(z,y).

Cerchiamo una successione di Cauchy che non sia convergente. Prendiamo per n € N la
successione x, = —n. Vediamo che e di Cauchy: siano m,n € N abbiamo che

d(xp, ) = e —e™ ™|

da cui e chiaro che la successione ¢ di Cauchy. Vediamo che invece non converge:
. . . . — n—-+oo, _—
ragioniamo per assurdo e supponiamo esista ¥ € R tale che x,, —— x. Ma allora

_ _ 7 not
d(z,,T) = e — 7| 22250
implica che e* = 0 il che ¢ assurdo.

Consideriamo una coppia (Y,dy) dove Y = R U {—o0} e dy ¢ definita come d e in
pilt la estendiamo su Y con la convenzione che e~ = 0. E chiaro che (Y,dy) & uno
spazio metrico; mostriamo che (Y, dy) € il completamento di (R, d) ovvero che soddisfa
le condizioni in [2, Definizione 3.1.4]. Proviamo che (Y, dy) ¢ completo. Sia (¢, )neny C Y
una successione di Cauchy. Mostriamo che ¢ convergente. Consideriamo la successione
(@n)nen definita per ogni n € N come a,, = e¥: abbiamo che (a,)neny C [0, +00). Ma
allora la successione (a,)nen € una successione di Cauchy rispetto alla distanza standard
di R; quindi coverge nella chiusura di [0, +00) che coincide con s¢ stesso ovvero esiste

un a € [0, +00) tale che a, 17F @, Ora siccome applicazione exp @ Y — [0,4+00) &
n—+oo.  _—

bigettiva segue che esiste un j € Y tale che @ = €Y. Ma allora segue che y, ——— 7

rispetto a dy. Ci resta da vedere che esiste un’isometria f : R — Y tale che f(R) =Y.
Ci basta prendere f(r) = r per ogni r € R.
O

Esercizio 17. [I, Esercizio 3.6] Siano X = (—1,4+00) e d : X x X — [0, +00) la funzione

1.
2.

3.

d(z,y) =

1+z
In , x,yeX.
(1+y>‘ Y

Provare che (X, d) & uno spazio metrico.
Esibire un’isometria suriettiva ¢ : R — (X, d),d(o(t), ¢(s)) = [t — s| con s,t € R.

Provare che (X, d) ¢ uno spazio metrico completo.



Svolgimento. 1. Vediamo che d ¢ una distanza: ¢ chiaro che per ogni z,y € X si ha d(z,y) =
d(y,z) > 0 e d(z,y) = 0 se e solo se x = y = 0. Ci resta da mostrare la disuguaglianza
triangolare. Siano x,y,z € X. Abbiamo che

1+2 <
I+y

14+ l+2x1+2 1+
In = |In = |In + In
1+y 1+2z14+y 1+2

In G:’”)M ‘m (1”)’ = d(z,2) + d(z,y).

d(x,y) =

<
- z 14y

2. Vediamo che l'applicazione ¢ : R — (X, d) definita come

plr) =e" =1

e un’isometria suriettiva. Siano s,t € R: abbiamo che

o(E))- s

La suriettivita segue dal fatto che exp e suriettiva come applicazione da R — (0, +00) (e
quindi ¢ lo ¢ da R — (=1, +00)).

3. Segue immediatamente dal punto precedente visto che R e completo ed isometrico ad
(X, d).
O

Esercizio 18. [I, Esercizio 3.8] Lo spazio [*(R) introdotto nell’Esercizio 1.5 & uno spazio di
Banach non separabile (non ha sottoinsiemi densi numerabili).

Svolgimento. Per ogni A C N definiamo la succesisone (x4 )nen € [®°(R) definita come

- Osen¢gA
" lsenec A

Consideriamo ora linsieme X = {(x#)neny con A C N} C [®(R). X & un sottoinsieme non
numerabile (visto che lo ¢ I'insieme delle parti di N). Osserviamo ora che se A # B C N
abbiamo che

dos (X, XP) = sup Xt =P =1

Per ogni x € X consideriamo la palla B, = B(x,1). Sia ora C' C [*°(R) un sottoinsieme
numerabile. Se mostriamo che C' non puo essere denso abbiamo concluso. Osserviamo che C
puo intersecare al massimo solo una quantita numerabile delle palle B,. Ma allora consideriamo
I'insieme

U= {U B, tali che non intersecano C’}
Ma allora U & un insieme aperto non vuoto tale che U N C' = () da cui la tesi. O

Esercizio 19. [I], Esercizio 4.1] Determinare tutti i numeri o > 0 tali che la funzione f : R — R
flz) =V1+az?, zeR,

sia una contrazione rispetto alla distanza euclidea.



Svolgimento. Usiamo il Teorema di punto fisso di Banach (vedi [2, Teorema 4.1.2]) se f fosse
una contrazione allora f avrebbe solo un punto fisso. Studiamo quindi i punti fissi di f: sia
z € R. Imponiamo f(z) = z e quindi

Vitar?:==x

elevando al quadrato otteniamo

1+ az? =22

ovvero
2(1—a)—1=0

e quindi
1

11—«

r ==

Osserviamo che per a > 1 questa equazione non ha soluzione quindi f non & una contrazione

per a > 1. Se invece av < 1 c’e l'unica soluzione x = ,/ﬁ (notare che dobbiamo scartare la
soluzione negativa che era stata “aggiunta” dall’elevamento al quadrato). Quindi f potrebbe
essere una contrazione per o < 1. Vediamo che in effetti lo &. Abbiamo che per ogni x,y €

R,z <y per il teorema di Lagrange esiste z € [z, y| tale che

f(x) = fly) = f'(z)(z - y)
Abbiamo che

f(z) = ——
V14 az?
e quindi
alz| alz|

Va

|f (Z)| = /—1+a22 — \/5’2‘ -
e in conclusione da f(z) — f(y) = f'(z)(x — y) ricaviamo che
[f (@) = fWl < [ @)l -yl < Vale —y]

Ma se o < 1 allora segue che f ¢ una contrazione. O]

3 Esercizi visti il 7 novembre 2023

Esercizio 20. [I] Esercizio 4.2] Sia g € C(]0, 1]) una funzione continua fissata

i) Provare che esiste un’unica soluzione y € C(|0, 1]) dell’equazione funzionale

o) =3 [ Lat+ gte)

ii) Calcolare la soluzione nel caso g(z) = .

Svolgimento. 1) Vediamo che applicazione ® : C([0,1]) — C(]0, 1]) definita come

vye) =5 [ Wit o)

¢ una contrazione.

1(y1) — @(y2)llcqo,n) = Hé /Ox y;(?dt +g(x) — %/Ow yi/%) dt — g(z)

10

c([o0,1)



_1
3

1
<3 [ Sl = wllcgon = 3l — el
Dy ——=at||yr — Yz2||cqo,1]) = F11Y1 — Y2{|lc(o,1])
coy  3Jo Vi 3

" ya() — 1)
|

® & una contrazione e dunque ammette un unico punto fisso (per il teorema di Banach)
che ¢ la soluzione cercata.

ii) Deriviamo 'equazione e otteniamo

y'(z) = %% +1

Questa ¢ una ODE lineare del primo ordine:

Y (z) + alx)y(z) = b(x)

con

con

quindi
y(x) = e [ e ds
0
infine 0 3
yx) =e (5 - 5e 3 (2Va + 3))
ovvero 9 9
y(e) =S¢V —3va -

Esercizio 21. [Ii Esercizio 4.4] Sia a € R e si consideri I’equazione

sin(z) + /OI V14 f/(t)%dt = af(x), =x€]0,1]

i) Provare che per |a| > 1 equazione ha un’unica soluzione f € C*([0,1]).

ii) Provare che per |a| <1 ’equazione non ha soluzione.

11



Svolgimento. i) Deriviamo l’equazione funzionale ottenendo

ii)

cos(z) + 1+ f'(x)? = af'(z)

Visto che || > 1 in particolare a # 0 quindi possiamo definire il funzionale ® : C'([0,1]) —
C([0,1]) definito come

cos(z) + /1 + f(z)?

O(f(x)) =

Vediamo che ¢ una contrazione.

[@(f1) = (f)lloo = 7 HCOS()+ 1+ fi(2)? = cos(x) = V1 + fo(2)?]0 =

o]
(V1+ 2= V1+ )1+ [i(@)? + /14 f3)

~ a

V14 2+ 1+ f2 i,
_ 1 =15 Ji+ fo
= |a| 1_|_f12—|— 1—|—f22 = | | <||f1 f2||oo \/1+f12+\/1—|—f22 Oo) S

1
< —llfi = foll
al

Quindi se |a| > 1 ® & una contrazione e siccome C([0, 1]) ¢ uno spazio metrico completo

¢ ha esattamente un unico punto fisso. Sia quindi g € C(|0, 1]) tale che ®(g) = ¢g. La
soluzione dell’equazione funzionale ¢ data dalla f definita come

fz) = /096 g(t)ydt, x€10,1].

Deriviamo ’equazione ottenendo

cos(z) + 1+ f'(x)? = af'(z) (1)
ovVero
1+ f'(2)? = af'(z) — cos(z)
Eleviamo al quadrato ottenendo

1+ f'(z)? = &*f'(2)* + cos®(x) — 2a cos(z) f'(x)
ie.

(a® —1)f'(2)* = 2accos(z) f'(z) + cos?*(z) — 1 =0 (2)
che ¢ un’equazione di secondo grado rispetto a f’(z). Escludiamo prima il caso in cui
a = *1. Se a = 1 '’equazione diventa

—2cos(z)f'(z) + cos*(x) — 1 =0
OVVero
—2cos(z)f'(z) — sin*(x) = 0

1.e.

12



da cui osserviamo che (siccome z € [0,1]) f’ & sempre negativa. Ma cio ¢ assurdo visto che
nell’equazione abbiamo che il lato sinistro dell’equazione e sempre positivo. Vediamo
il caso a = —1. L’equazione diventa

2 cos(z) f'(z) — sin®*(z) = 0

OVVero n2(z)
sin”(z
f'(w) = 5——5
2 cos(x)
da cui osserviamo che (siccome x € [0,1]) f’ & sempre positiva. Ma cio ¢ assurdo visto che
nell’equazione abbiamo che il lato sinistro dell’equazione ¢ sempre positivo. Ci resta
da veedere il caso quando |a| < 1. Risolviamo I'equazione ({2)) rispetto a f’(z) ottenendo

_ 2o cos(x) £ /4(a? —sin®(x))  acos(z) + /(a2 — sin®(z))

= : (3)

f() 2(a? — 1) a2 — 1

Osserviamo ora che f’ non puo avere zeri: supponiamo cisiaun s € [0, 1] tale che f'(s) =0
allora sostituendo in (/1)) avremmo

cos(s) + /14 f(s)2=af'(s) = cos(s) +1=0

il che ¢ assurdo visto che s € [0,1]. Calcoliamo ora f’(0) con la formula che abbiamo
ricavato in (3)):

a+|af

/ 0 —

fo) =41

Per comodita distinguiamo ora i due casi 0 < a < le -1 <a < 0. (Il caso a =0 ¢
banale visto che in avremmo qualcosa di positivo al membro di sinistra uguale a 0 a
destra). Se 0 < a < 1 abbiamo che dobbiamo sempre scegliere la soluzione con il + in
() (altrimenti avremmo f’(0) = 0). Ma la soluzione con il 4+ ¢ sempre negativa quindi
anche qui otterremo un assurdo in . Ci resta da vedere il caso —1 < a < 0. Qui invece
ci tocca scegliere la soluzione con il — in (3) (altrimenti avremmo f/(0) = 0). Vediamo
che allora in questo caso f’ & sempre positiva (ottenendo anche qui una contraddizione in
(). Visto che a* — 1 < 0 ci resta da mostrare che a cos(z) — /a2 — sin®(z) < 0 ovvero
che

acos(z) < y/a? — sin?(x)

ma cio e triviale visto che il lato sinistro della disuguaglianza e sempre negativo e il lato
destro & sempre positivo. (Notare che in questo esercizio abbiamo sempre assunto di poter
estrarre la radice in ; se non ’avessimo potuto fare tanto meglio, la soluzione comunque
non sarebbe esistita).

m

Esercizio 22. [I, Esercizio 5.1] Sia V' = {f € C([0,1]) : f(0) =0, Lip(f) < 1}. Provare che V'
¢ un sottoinsieme compatto di C'([0,1]).

Svolgimento. Visto che [0, 1] &€ uno spazio metrico compatto vogliamo usare il Teorema di Ascoli-
Arzela (vedi [2, Teorema 4.2.2]). In altre parole se mostriamo che V' ¢ chiuso, equilimitato ed
equicontinuo abbiamo concluso. Mostriamo che V' & chiuso. Sia (f,)nen € V' una successione
convergente ad una certa f. Proviamo che f € V. Visto che C([0,1]) & uno spazio metrico

n—-+o00

completo abbiamo che f € C([0,1]). Se f, ——— f segue che per ogni x € [0,1] si ha che
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Falz) 2225 F(2) e in particolare per = 0 si ha 0 = f,(0) 22225 F(0) da cui segue che

f(0) = 0. Infine abbiamo che Lip(f) < 1 visto che per ogni z,y € [0, 1] si ha
F@) = Fw)l = lim_[fule) = fuly)] < o~ ]
Vediamo che V' e equilimitato ovvero che esiste una costante M > 0 tale che

sup || flleqoay < M
fev

ovvero

sup (max |f(x)]> < M.

fev \=€[0,1]

Osserviamo che siccome Lip(f) < 1 segue che per ogni f € V', z,y € [0,1] si ha che
[f(@) = fy)l <z —yl <1
Ma se fissiamo y = 0 otteniamo che per ogni z € [0,1], f € V si ha che
|f(z)] <o) <1

ovvero V e equilimitato con costante M = 1. Vediamo che V e equicontinuo ovvero che per
ogni £ > () esiste un § > 0 tale che

per ogni z,y € [0,1], |x — y| < 4 si ha che sup|f(z) — f(y)| <e.
fev

Basta scegliere § = . Infattise f € V, z,y € [0,1], |z —y| < § = § si ha che

!f(l“)—f(y)\ﬁlx—y!<g<a
O

Esercizio 23. [Il, Esercizio 5.6] Sia X = C([0, 1]) munito della sup-norma, e sia k : [0, 1] x
[0,1] — R una funzione continua. Definiamo l'applicazione T : X — X

ﬂﬂ@z%k@ﬁmw7fex

i) Provare che s — T'(f)(s) ¢ continua su [0, 1].

iii) Dare condizioni su k affincheé 7T sia una contrazione.

1)
ii) Provare che T' € L(X, X).
1)

iv) Sia K C X limitato. Stabilire se T'(K) ¢ compatto.

Svolgimento. 1) Visto che k ¢ continua abbiamo, per il teorema di Heine-Cantor (vedi [2,
Teorema 3.5.6]), che ¢ uniformemente continua sul compatto [0, 1]2. Cid vuol dire che per
ogni € > 0 esiste un § > 0 tale che per ogni (s1,t1), (s2,12) € [0,1]%, |(s1,t1) — (s2,t2)] <&
si ha che

’k(Sl,tl) — k’(SQ,tQ)| <e€

Fissiamo dunque € > 0. Ma allora segue che esiste un 6 > 0 tale che per ogni s1,s9 €
[07 1]7 ’51 - 32’ <90
P60 = TN < [ s1.0) = K D1 O < [ 500t <

14



ii) Vediamo che T ¢ lineare: siano f,g € X, o, € R. Abbiamo per ogni s € [0, 1] che

zmﬁ+ﬁm@wiék@¢mﬁ+ﬁm@w—

:alkwwim+ﬁlkwxmmw:aﬂﬁ@wuw@xw

Vediamo che T ¢ limitato: abbiamo che

1 1
/ k:(s,t)f(t)dt‘ < sup / |k(s,t)|dt < ||klloo < +00.
0 0

s€[0,1]

I = sup [|Tf]loc = sup sup
oot I fllow <1 5€[0,1]

iii) Visto che per ogni f € X abbiamo || T(f)|lc < [T/l flloc < IE|loollf]lco segue che T & una
contrazione se ||kl < 1.

iv) Vogliamo rispondere usando il teorema di Ascoli-Arzela. Possiamo applicarlo perche
T(K) C C([0,1]) e [0,1] & uno spazio metrico compatto. Abbiamo che T'(K) ¢ compatto
se e soltanto se e chiuso (e lo & per definizione), equilimitato ed equicontinuo. Vediamo
che ¢ equilimitato. Vogliamo mostrare che esiste una costante M > 0 tale che per ogni

f e T(K)siabbia ||f|lee < M. Se f € T(K) allora esiste una successione (fy,)neny C T(K)

tale che f, e f. Ma allora per ogni n € N esiste una g, € K tale che T(g,) = fa.
Ma allora
o _ < < . .
[flloe = Tim (ISl = lm [7(90)l < Yim [T]lgulla < [l Tim_lgnla

Ma visto che K e limitato esiste una costante M > 0 tale che per ogni ¢ € K si ha
lg]lee < M e allora segue che

1£loe < WElle Tim Jlgnlloe < ]l M.

Vediamo che ¢ anche equicontinuo e quindi, in definitiva, compatto. Vogliamo mostrare
che per ogni € > 0 esiste un ¢ > 0 tale che per ogni x,y € [0, 1], |z — y| < § si ha che

sup | f(x) = fy)| < e.

FET(K)

n—-40o

Se f € T(K) allora esiste una successione (f,)neny € T(K) tale che f,, —— f. Ma
allora per ogni n € N esiste una g, € K tale che T(g,) = f,. Ma allora segue che

F(@) = ) = lm [T(g)(2) — T(9:)()

Ma possiamo fare come abbiamo fatto nel punto ) e quindi abbiamo che per ogni £ > 0
esiste un 0 > 0 (che dipende unicamente dalla k fissata e non dalla scelta di f) tale che
se |x —y| < ¢ allora si ha

[f(z) = f(y)l = Tim [T(gn)(x) = T(gn)(y)| < lim ellgnfoc < Me.

n—-+o0o n—-+o00

dove M e la stessa costante di prima. La tesi segue dall’arbitrarieta di €.
O

Esercizio 24. [I, Esercizio 6.4] Calcolare tutti gli m,n € N tali che la funzione f : R* - R

cosl definita:
fay) = 77 T HY A0
’ 0se2?+y%=0
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1) abbia tutte le derivate direzionali in 0 € R?;

2) sia differenziabile in 0 € R2.
1) Sia v = (v1,v9) € R%. Abbiamo che se esiste la derivata direzionale di f in

Svolgimento.

(0,0) in direzione v ¢ data da

af 1 f(hvly hUQ) - f(07 0) 1 hm+n,l)§nv£t _ ’Uinvg : m+n—3

3y (0 0) = Jim h = T+ h2ed) o g e
Escludiamo preliminarmente il caso in cui v = (0,0): in questo caso per ogni m,n € N
abbiamo of

—(0,0) =0.
0.0

Vediamo invece cosa accade per v # (0,0). In questo caso abbiamo che

Osem+n—3>0

af U?LUEL : m+n—3 vt vy
%(0,0)—U%+U%]lg%h = oz sem+n—3=0
diverge se m +n — 3 < 0.

In definitiva il limite esiste ed ¢ finito se e solo se m +n > 3.

2) Se f e differenziabile allora

v %(o, 0) = df(0,0)(v)

deve essere lineare. Ma se m 4+ n = 3 abbiamo visto che questo non ¢ il caso. Ci resta
da vedere il caso m +n > 3. Usiamo il test della differenziabilita (vedi [2, Osservazione

6.4.7]). (Osserviamo intanto che V £(0,0) = (0,0)). Calcoliamo
f( 7y)_f(070)_<vf(07 )7(x7y)_(070)>‘: lim

My
2 +y2

x
lim
(z,y)—(0,0) ‘(l‘, y) — (O, O)’ (z,y)—(0,0)
. xmyn
= lim —.
(a:,y)—>(0,0) (:,UQ —'— y2)§
Osserviamo ora che
2™ = (2*)7 < (2* +¢7)"
e che
ly* = (*)7 < (2® +¢%)2
da cui segue
m, mn 2 2\ 2 2\ 2
T A N vt i G LS W S
(@)= (0,0) | (22 + y?)2 (z,y)—(0,0) (224 y?)2 (z,)—+(0,0)
Ma visto che m +n — 3 > 0 segue che il limite ¢ 0. In definitiva f ¢ differenziabile in
O

(0,0) se e solo se m+n > 3.

Esercizio 25. [I|, Esercizio 6.5] Sia f : R* — R la funzione
$2y68 s€ ($, y) 7& (07 0)

64y

f@y) = {0 se (z,y) = (0,0)
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1) Provare che f ¢ continua su R?.

2) Stabilire se f ¢ differenziabile in (0, 0).

Svolgimento. 1) f & liscia per definizione fuori dall origine quindi ci basta verificare che
lims y)—(0,0) f(2,y) = f(0,0) = 0. Abbiamo che
2 6 2 6
%y’ (@) ()5 | _ |(@® +9%)5 (2% +4°)s L

< = (@0 ) = @y

ZL’6—|—y8 $6+y8 $6+y8

da cui & chiaro che il limite per (z,y) — (0,0) ¢ 0.

2) Usiamo il criterio di differenziabilita. Sugli assi f ¢ identicamente nulla quindi abbiamo
anche V£(0,0) = (0,0) e ci resta da verificare che

P §C25)

—0.
(2.9)—(0,0) |(z,y)]

Studiamo quindi
22y

@+ )

prendiamo la traiettoria (z,y) = (¢,¢1) per ¢ > 0. Abbiamo

[SIE
N

23 {2356 t = 0
= = Q0.

(VI +12 o /i3t 4 1) 2iViE+1 2Vt +1

da cui f non ¢ differenziabile in (0, 0).

]

Esercizio 26. [I, Esercizio 6.7, Formula di Eulero] Una funzione f : R™ \ {0} — R si dice
(positivamente) omogenea di grado a € R se f(tx) = t“f(x) per ogni x # 0 e t > 0. Provare
che se f € C'(R™\ {0}) ¢ omogenea di grado « allora le sue derivate parziali sono omogenee di
grado o — 1. Verificare inoltre che, per x # 0

(Vf(x),x) = af(z).

Svolgimento. Sia f una funzione positivamente omogenea di grado «. Abbiamo che per ogni
xr#£0,t>0

0, Flta) = tim TEEFRE) —Jltx) (o 10T (04 46) 10 (@)

h—0 h - h—0 h

P O i G 2 el ) WP R U 2 Bl A C)
B e R

Fissiamo x € R™\ {0} e defininiamo la funzione g : (0, +00) — R come

g(t) = f(tx) =17 f(x).

Siccome f & omogeneo abbiamo che g ¢ identicamente nulla e lo stesso dicasi per la sua derivata
¢'. Deriviamo rispetto a t ottenendo

0=4g'(t) =D Ouf(ta)a; — at® " f(x).
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Scegliendo t = 1 otteniamo
0= Z&Ef(x)xl —af(z).
i=1

ovvero

(Vf(x),x) = af (x).

4 Esercizi visti il 14 novembre 2023
Esercizio 27. [1], Esercizio 7.2] Sia f: A - R, A = {(z,y) € R? : 2% + y* < 1}, la funzione
Fla.y) = {xy(—ln(x2 +y2))% se0< 2?4+ <1,
0 se (z,y) = (0,0).
i) Stabilire se f € C'(A).
ii) Provare che esistono fu., f,y, € C(A).
iii) Stabilire se f € C?(A).

Svolgimento. 1) E chiaro che f € C*(A\ {(0,0)}). Vediamo che f € C'(A) mostrando che
lim ;) 0,0) f(2,y) = f(0,0) = 0. Passando in coordinate polari abbiamo

\/_‘p V[1n(p) ‘ R

Vediamo se esistono le derivate parziali: per (z,y) # (0,0) possiamo con un conto “facile”
trovarci le derivate parziali che sono

D=

p? cos(6) sin(0)(— In(p?))

?(—In(p?

y((2® + y?) In(z? + 9?) + 2?)
(22 +y?)y/ = In(2? + y?)

r((2* 4+ y°) In(2* + y°) + )
(2% +y?)/ — In(2? + y?)

fw(xvy):_ ) fy(mvy):_

Vediamo che queste derivate sono continue anche in (0,0). Calcoliamo lim, 0,0y f2(, ).
Passando in coordinate polari abbiamo

psin(0)(p?In(p?) + p? 6082(0)) 2,0 In(p

[ In(p?)] ‘\/_\/Hn

Quindi lim, ) —(0,0) f2(2,y) = 0 Allo stesso modo lim, y)—(0,0) fy(z,y) = 0. Calcoliamo

h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

p—0

\

\ln

Quindi le derivate parziali del primo ordine sono continue su A e, in definitiva, f € C1(A).
ii) Anche qui fuori da (0,0) tutto va bene. Abbiamo che (con un conto “semplice”)

ay(e® = (2° 4+ 3y%) In(a? + y*)) zy(y® — (v* + 32°) In(a® + ¢?))

zx\ T, = , x, —
ey R T (22 + y2)2(— In(2? + 32))3
Calcoliamo

i L2000 = £:00,0) o 00 _ oy SO = /0,0 o 0=0

h—0 h h—0 h h—0 h hso



Facendo come prima passando in coordinate polari otteniamo

p? sin(6) cos(6)(p? cos?(0) — (p* cos?(6) + 3p*sin?(F)) In(p?)) ‘
(= n(p?))>

sin(6) cos(6) (cos?(0) — (cos?(8) + 3sin(6)) In(p?)) ' . '
|(

In(p?)
(—In(p?))?

p—0

-+1000 > 0

3

(~In(p2)}

Lo stesso vale per f,,: cio ci dice che fi,, f,, € C(A).

3

—In(p?))2

iii) Vediamo che f ¢ C*(A) studiamo f,,. Abbiamo che lontano da (0,0) si ha

Fro(z,y) = —2%y? — (22 +y»)? In® (2 + 1?) — (z* + y*) In(2? + 3?)
yz\ L, Y (ZE2 +y2)2<_ 111([)32 _|_y2))%

Vediamo che questa funzione non puo essere estesa con continuita in (0, 0): prendiamo la
traiettoria y = x: abbiamo che

. —z* — (20%)?1n*(22?) — (22%) In(22%) . —1—4In*(22?%) — 2In(22?)
im = lim
20 (222)2(— In(222))3 20 4(—In(222)):
Poniamo ora t = —In(2z?): se x — 0 allora t — +00: studiamo quindi il limite
.=l -4t 2t
lim ——— = -
t—-+o0 42

Quindi f,, non puo essere estesa in continuita in (0,0): segue che f & C?(A).

]
Esercizio 28. [I], Esercizio 7.5] Sia f : R? = R la funzione
fo.y) Z sin(nx) cos(ny) (2,9) € R?
x,y) = x :
Y y et n2n ) ) y
Stabilire se esiste una costante § > 0 tale che se |z| < ¢ e |y| < J allora si abbia f(x,y) > =.
Svolgimento. Abbiamo che
| sin(nx)|
< L St |
fay)l <) —on
n>1
Ci restringiamo ora al caso in cui > 0. Li abbiamo che sin(nz) < nx. Segue che
£ )|<Z\sin(nx)| <Z nx 1
LYN = T oom oon T2 o0 7
n>1 n2 n>1 n2 n>1 2
Ricapitolando se x > 0 si ha che
(2, y)| < .
Ma allora cio implica che se x > 0 allora
fz,y) <.

Quindi non possiamo mai avere un ¢ come nel testo dell’esercizio. O]
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Esercizio 29. [3, Esercizio di pagina 65] Sia § > 0 un parametro e si consideri la funzione
f:R? =R

Pyl
Flag) = e 7

0sex=0.

Calcolare tutti i g > 0 tali che:

il

v

i) f sia continua in 0 € R

)
1)
)
)

ii) f sia continua su tutto R2.

f abbia tutte le derivate direzionali in 0 € R2.

f sia differenziabile in 0 € R2.

Svolgimento. i) Abbiamo (siccome — v — \/]y]) che

ii)

iii)

|w\+\/|7 N

[27]y]
|z |+j__| il

e se > 0 questo tende sempre a 0 per (z,y) — (0,0). In conclusione f & continua in
0 € R? per ogni 8 > 0.

Dalla definizione di f si vede che f € C®(R?\ {x = 0}) per ogni 3 > 0. Vediamo per
quali # & continua ovunque. Osserviamo dal punto precedente che se 5 > 0 allora per
(x,y) — (0,7) si ha che f(z,y) tende a 0. Ci resta da capire cosa accade per § = 0.
Vogliamo quindi studiare | ‘

Y

~om) [ + /1yl

Scegliamo la traiettoria (x,y) = (¢ ,y). Studiamo quindi il limite

i 9L
t%O It| + \/_ \/m

Ma se 7 # 0 allora questo non ¢ mai nullo. In definitiva f & continua su tutto R? per ogni

£ > 0.

Fissiamo una direzione R? 3 v = (vy,v3). Dalla definizione di derivata direzionale
studiamo quindi il limite
g(0,0) — lim f(hv, hve) — f(0,0) ~ lim |hoy|Plhog| ‘m |1h|5+1|v1|5|v2| 1
v h—0 h h=0 h(|hvy| + \/\th 0 hih|2 (k]2 |v1] + |v2]2)
(4)

Discutiamo a parte ora il caso in cui v, = 0. Allora abbiamo che

of ) f(hvl,O)_ ) 0_

o 0= T

per ogni S > 0. Possiamo quindi restringerci al caso v # 0. Ripartendo da abbiamo

che o ; ) N
0 h|Pts B+
07 (0,0) = tim 7 pypy _fallval o JorPloa R
v =0 b b0 3oy 4 oos fosE 0 B
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Distinguiamo quindi tre casi: 5 > %, g = % e0<pB< % Per g > % e chiaro che questo
limite esiste ed € sempre nullo, indipendentemente dal vettore v scelto. Per 0 < 8 < % e

altrettanto chiaro che questo limite non esiste, ovvero la derivata direzionale non esiste.
1 |A|

Analogamente per 8 = 35 abbiamo che lim;_,o 5 non esiste. In definitiva f ammette

qualsiasi derivata direzionale in 0 € R? se e solo se 3 > %

iv) Usiamo il test della differenziabilita: studiamo il limite

lim f(xay>_f<070)_ <f(0,0),(x,y)>
(2,5)(0.0) ()| '

Dal punto #ii) abbiamo che che dobbiamo restringerci al caso 5 > % e in tal caso
Vf(0,0) = 0. Ci resta da studiare il limite

B
L ey 2%y

@y)—=00) [(T,y)]  @v)—=00) (|z| + /]y[)/22 + 12
Maggiorando come nel punto i) abbiamo
B 1 B 1
|z1°]y] B A T € K U N el LI Gl T LI 2)4+3-3
(el + VDV + 52~ Ve +y? @2y g

Questo tende senz’altro a 0 quando (z,y) — (0,0) se g + ;11
definitiva f ¢ differenziabile in (0,0) se e solo se 3 > 1.

1 1
— 5 >0ovverose > 5. In

]

Esercizio 30. [3, Parte dell’esercizio di pagina 71] Sia a > 0 un parametro e consideriamo la
funzione f : R? - R

Fl.y) = {xf'f';s se (2,4) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0).
Determinare tutti gli a > 0 tali che f sia continua.

Svolgimento. L’unico punto che ci crea problemi e l'origine: vogliamo quindi capire per quali
a > 0 si ha che
lim  f(z.y) = £(0,0) = 0.

(2,4)—(0,0)

Cerchiamo di escludere qualche caso prendendo delle traiettorie specifiche, ad esempio delle
rette (z,y) = (t,mt). Per comodita prendiamo sia m che ¢ positivi. Studiamo quindi il limite
t(mt)~ totme m®*

1- — 1 — 1 a+1-3 1 — a—3 1 a72.
150 t* + (mt)3 150 t3(m3 +t) t1_1>r01t 50 m3 +t mn tl—%t

Se supponiamo che a < 2 abbiamo che questo limite non e nullo: f non puo essere continua;
se @ = 2 abbiamo invece un limite che dipende da m e quindi dalla traiettoria scelta. Se invece
« > 2 allora il limite e nullo quindi f in quel caso puo essere continua. Restringiamoci quindi
al caso a > 2. Abbiamo

1 a 1 a
_ =l @Dadyl)s @ 4yt + Jyl)s
s L w4 [y

wly|®
ot + |y)?

= (2t + Jyl)res .

Se mandiamo (z,y) a (0,0) questa quantitd tende senz’altro a 0 se + + % — 1 > 0 ovvero se
a > % Abbiamo quindi provato che f e continua se o > % > 2. Ci resta da studiare il caso
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2 < o < 9. Calcoliamo il limite lungo una specifica traiettoria (z,y) = (t,t3). Per comoditd
scegliamo t > 0. Studiamo quindi il limite

4o
tts 1 o
lim B lim t1+4?74
t—0 t4 + t4 2 t—0

(5)
Ma se a < % abbiamo per ’esponente di ¢ che
4o 9
1+——-4<1+--4<0
+ 3 <1+ 3 <

e questo ci dice che il limite in (5) non ¢ mai nullo per o < % In definitiva f e continua se e
solo se a > %. O

5 Esercizi visti 1l 21 novembre 2023

Esercizio 31. [I}, Esercizio 8.2] Al variare del parametro A > 0 si consideri f : R* - R

1
flz,y) = 2 4+ Awy + §y4.

Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.

Svolgimento. Cerchiamo i punti critici di f: vediamo chi e il gradiente di f:
Viz,y) = (224 Ay, Az + 2y°) .

Quindi (x,y) & un punto critico per f se e solo se

(6)

20+ Ay =0

Ax+ 22 =0
Studiamo prima il caso A = 0. Allora le equazioni di () implicano che (z,y) = (0,0) &
I'unico punto critico per f se A = 0. Possiamo quindi ridurci al caso A > 0. Osserviamo
immediatamente che se uno tra x e y € nullo allora necessariamente anche altro deve esserlo.
Quindi (z,y) = (0,0) & un punto critico per f per ogni A > 0. Possiamo quindi ridurci al caso
x#0,y#0, A > 0. Dalla prima equazione otteniamo che

A
T =—=y.
oY

Sostituiamo nella seconda equazione di @ ottenendo
A

4y — Ny =0

Ovvero

visto che y # 0 possiamo dividere per y ottenendo
4y — X2 =0

ovvero

2y—N_2y+A) =0

22



da cul otteniamo le soluzioni

A A
= 27 Y2 = 2
e le corrispondenti “ascisse”
A2 A2
mES mE

Ricapitolando abbiamo che f ha i seguenti punti critici:

(z0,90) = (0,0), (21,41) = (—%27 g) o (T2,2) = (%2, —%> :

dove A > 0. Vediamo quanto vale f in ciascuno di questi punti: abbiamo

f(x07y0) =0
22 2 A2\ )\ 1/ 4 A\
flz,m) = <_Z) + A (_Z> B + 3 (§> =33

)\2 2 )\2 A 1 A 4 )\4
[z, 92) = <Z) + /\Z <—§> + 3 (_§> )

Calcoliamo ora le derivate seconde (in modo da trovare 'hessiano): abbiamo che

fm(x,y):2, fmy(x7y>:)‘7 fyy(l',y>:6y2-

H(z,y) = (i 622 )

det(H(z,y)) = 12¢y* — A2

L’hessiano e quindi dato da

il suo determinante ¢

e la sua traccia ¢
tr(H(z,y)) = 2 + 6y>.

Osserviamo che la traccia ¢ sempre positiva su tutto R%2. Abbiamo che

det(H(l'g, yo)) = —)\2

2
det(H(z1,y1)) = 12 (%) — A2 =2)?

2
det(H (29,12)) = 12 (—%) — A2 =2)?

Distinguiamo due casi: A = 0 e A > 0. Studiamo il caso A = 0. Abbiamo 'unico punto da
studiare (0,0): I'hessiana li & semidefinita positiva: quindi f puo essere un punto di minimo.
In effetti ¢ un minimo globale visto che f(z,y) = 2® + $y* > 0 se e solo se (z,y) # (0,0). Ci
resta da studiare il caso A > 0. Abbiamo che H(xg, o) non ¢ ne definita positiva ne definita
negativa mentre H(x1,y;) e H(xa,ys) sono definite positive. Quindi, se A > 0, (xq, o) non &
ne un punto di massimo neé un punto di minimo mentre (z1, ;) e (22, y2) sono punti di minimo
almeno locali. Vediamo che sono anche globali. Ricordiamo la disuguaglianza di Young (“con
e”): se a,b>0ep,q>0 tali che % + % = 1 abbiamo che

alP b
ab < — + —.
p q
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Cio vuol dire che per ¢,d € R si ha
f”

dla
cdg——i-u.
p q

Ma allora per ogni € > 0 “ridefinisco” ¢ = £ e d = €b e otteniamo che

Fissiamo p = 4: segue che ¢ = % e quindi nel nostro caso abbiamo che per ognie > 0ex,y € R
vale

4 1

4 4 4
—zy < §m|$|3 + Y
ovVVvero 11 1
4 4 4
da cui

1 4 1 1 1 pYi 1At
f(z,y) = 2* + Avy + §y4 > x? — )\——|x|§ syt Syt =2t D s (— — i) y?.
£ £

4
Scegliamo ora ¢ = ——. Segue che (l — Ai) > 0 e quindi
& 10071 & 2 4 4

lim  f(z,y) = +o0
|(z,y)| =00

. Ma allora per ogni R > 0 I'insieme
Kp={(z,y) €R*: f(z,y) < R}
¢ chiuso e limitato (quindi f ammette minimo assoluto li). Ma allora per ogni R > 0 si ha

min f = min
i f it /

da cui otteniamo che (z1,41) e (2, y2) sono minimi assoluti. O
Esercizio 32. [I], Esercizio 8.3] Al variare del parametro o € R si consideri f : R* — R
f(z,y) = 2° — y* + 3axy.
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.
Svolgimento. Cerchiamo i punti critici di f: vediamo chi e il gradiente di f:
Vf(z,y) = (3% + 3ay, —3y* + 3az) .
Quindi (z,y) & un punto critico per f se e solo se

> +ay =0
—y* +axr =0

(7)

Osserviamo che se uno tra z e y allora anche 'altro lo ¢ e soddisfano le equazioni in ([7)) quindi
(z,y) = (0,0) & un punto critico per f per ogni a € R. Possiamo quindi supporre x # 0 # y.
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Osserviamo inoltre che se @ = 0 'unico punto critico & (0,0) quindi possiamo supporre a # 0.
Dalla prima equazione otteniamo

]32

y=-——.
(0]

Sostituendo nella seconda equazione otteniamo

22\’
— (——) +ar =0
o)

4

x
—— tar=0

a

ovvero

e visto che x # 0 e o # 0 possiamo scrivere
—2*4+a*=0

da cui otteniamo la soluzione
T = Q.
Troviamo la corrispondente “ordinata” come

042

Yyp=——= -
a

Abbiamo quindi i punti critici

(l’o,yo) = (070)7 <I17y1> = (av _O‘)

dove o € R. I corrispondenti valori di f sono

flzo,0) =0, f(x1, 1) = —a’.

Troviamo le derivate seconde:

fmc(xay) = 6957 fxy = 3&, fyy = _Gy'

6r 3a
e = (5 %)

L’hessiano e quindi dato da

il suo determinante ¢
det(H(z,y)) = —36xy — 9a® = —9(4y + o?).
e la sua traccia ¢
tr(H(z,y)) = 6z — 6y = 6(z — y).

Abbiamo
det(H (zo,y0)) = —9a%,  tr(H (0,y0)) =0

det(H (w1,y1)) = 27a®,  tr(H(z1,11)) = 120

Discutiamo prima il caso a = 0. In (0,0) sia traccia che determinante sono nulli. Osserviamo
che g1(z) = f(z,0) e g2(y) = f(0,y) sono crescenti quindi (0,0) & un punto di sella. Vediamo
ora il caso a # 0. In (zg,yo) abbiamo che il determinante ¢ negativo e la traccia & nulla quindi
I'hessiana non ¢ ne definita positiva ne definita negativa: cio ci dice che (0,0) & un punto di

25



sella. Distinguiamo ora ulteriormente due casi: @ > 0 e a < 0. Nel primo caso in (z1,y;) sia il
determinante che la traccia sono positivi quindi (x1,y;) € un punto di minimo (almeno) locale.
Vediamo che non e globale perche

lim f(0,y) = —ooc.

y—r+00

Se invece a < 0 il determinante ¢ positivo e la traccia ¢ negativa: cio ci dice che (x1,y;) ¢ un
punto di massimo (almeno) locale. Vediamo che non ¢ globale perche

lim f(z,0) = +o0.

T—r00

[]

Esercizio 33. [I], Esercizio 8.4] Siano 8 > 0 un parametro, K = {(x,y) € R? : 2? + y* < 1} il
disco chiuso ed f : K — R la funzione

fla,y) = (2° +y*)* = Bay.
i) Calcolare tutti i punti crtici di f interni a K.
ii) Calcolare tutti i punti di minimo assoluto di f in K.

Svolgimento. i) (x,y) & un punto critico per f su R? se Vf(x,y) = (0,0). Calcoliamo il
gradiente.
Vf(x,y) = (42® + day® — By, 4y’ + 42’y — f).

Otteniamo il sistema di equazioni

4a3 + day? — Py =0
43 + dx*y — Br =0

Sommando le due equazioni otteniamo

42 + o) +doy(y +2) — Bly +2) =0

ovvero
Az +y)(a® —zy+y°) + (z+y)(day — B) =0
1.e.
(z +y)(42® — day + 4y° + 4oy — 5) = 0
cioe

(z+y) 42 +49° = 5) =0

Da cui otteniamo che o x +y = 0 oppure 422 +4y%> — 3 = 0. Se x = —y allora dalla prima
equazione otteniamo
8z° + Bz =0

Da cui otteniamo l'unica soluzione xzy = 0 (visto che § > 0) e quindi il corrispondente
punto critico (xg, o) = (0,0). Se invece 42 + 4y? = 3 sostituendo nella prima equazione
troviamo

42° 4 day® — (42 + 4y*)y = 0

OVVero
A3 4+ dzy? — 42y — 4y> =0
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B P —y)+yir—y) =0= (@ +y’)(z—y) =0

e cio ci impone x = y. Sostituendo nuovamente nella prima equazione otteniamo

823 — Bx =0

da cui, oltre alla soluzione (0, 0), troviamo

SRR
T = g, Ty = — g

e quindi le corrispondenti soluzioni

(21, 91) = (\/g \/§> L (wa,10) = <_\/§_\/§)

Queste soluzioni appartegono a K se e solo se

2 2
() (D) 1051
8 8
Ricapitolando: per ogni § > 0 f ammette su K l'origine come punto critico; inoltre, se
f < 4, allora ammette anche gli altri due punti critici (z1,y1) e (22, y2).
ii) Vediamo quanto vale f nei tre punti che abbiamo trovato prima:

f(SUo,Z/o) =0

2

f(xl,?/l) = f($2,y2) = —f—G < 0.

Distinguiamo tre casi: 0 < g <4, f =4, > 4.
Caso 0 < B < 2: Mostriamo che gli unici due punti di minimo assoluto su K sono (x1,y;)
e (z2,y2). Passiamo f in coordinate polari:

f(p,8) = p* = Bp” cos(0) sin(0).

Non ¢ difficile vedere che si ha cos(d) sin(f) < 3. Abbiamo quindi che

f(p,0) = p* = Bp? cos(0) sin(0) > p* — §p2

Studiamo la funzione (per ¢t > 0)

studiando la derivata abbiamo che essa ha un minimo in ¢t = \/g quindi
s B BB B
o0z (\f3) 50—

41 16 24 16

27



Se mostriamo che f sul bordo di K ha un valore maggiore di quello raggiunto in (z1,y;) e
(22, y2) possiamo concludere che se 0 < 8 < 4 allora f ammette due soli minimi assoluti
(x1,11) e (z2,y2) su K. Ma questo & vero perche

f(1,0) =1— Bcos(0)sin(d) > 1 — g
Se mostriamo che, per 0 < # < 4, si ha che
g B
12> 2
2~ 716

allora abbiamo concluso. Ma cio ¢ vero visto che

16 -83+3>>0< (—4)>0

Caso B = 4: Qui (z1,y1) = (\/Lﬁ,\%) e (x2,y2) = (—\%,—\%) sono sul bordo di K.
Sfruttando quello che abbiamo visto prima abbiamo

f(1,0) =1 —4cos(f)sin(d) > —1.

e I'uguaglianza vale se e solo se § = 7 oppure 0 = %’T ovvero quando ritroviamo (z1,y;) =
1 1 1 1 . . . . . .

(75, 75) e .(xg,. y?) = (—75, —75). Quindi anche in questo caso ci sono solo quei due punti

che sono di minimo assoluto.

Caso 8 > 4: Qui I'unico punto critico ¢ (0,0) quindi ci resta da verificare cosa accade sul

bordo di K: abbiamo

f(1,0) =1— [cos(f)sin(d) > 1 —

| ™

con uguaglianza se e solo se 6 = 7
e (T9,y2) = (—\/L57 —\%) Lo studio della funzione g in uno dei casi precedenti ci fa
concludere che questi due punti sono gli unici punti di minimo assoluti su K.

oppure 6 = 2. Ovvero nei punti (zq,y;) = (\/Li, \/Li)

]

Esercizio 34. [I, Esercizio 8.6] In dipendenza dal parametro o € R, si consideri la funzione
f:R? =R
fla,y) = e +a* + axy +y’.

1. Determinare tutti i valori di « tali che f sia convessa su tutto R2.
2. Per ciascun « € [—2, 2] discutere esistenza e unicita di punti di minimo di f.

Svolgimento. 1. Usiamo la caratterizzazione di convessita data da [2, Teorema 6.12.7]: ovve-
ro vogliamo vedere per quali « la funzione ha hessiana semidefinita positiva. Calcoliamo
le derivate prime e seconde:

fo(z,y) ="V + 20+ oy, fylz,y) = e +ax+2y

fa:x(x,y) :er+y+27 f:cy(x,y) :ex+y+a7 fyy(%?/) = €I+y+2.

L’Hessiana e quindi data da

etV +2 eV 4 o
Hf(myy):(ea:—f—y_i_a ertv 9 |-
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Calcoliamo determinante e traccia.
det(H f(z,y)) = ("1 +2)% — ("1 + )? = > f 4 4 47TV — 2@ _ o2 _ 20" =

= (4 —2a)e" +4 — o?
tr(H f(z,y)) = 2e"1Y + 4

La traccia ¢ sempre positiva: vediamo per quale a € R si ha che det(H f(x,y)) > 0 per
ogni (z,y) € R% Definiamo la funzione

g(t) = (4 —2a)e' +4 —a?
Distinguiamo tre casi: a > 2, a« <2 e a = 2. Se a > 2 allora
g0)=4—-2a+4—-a’=8—-2a—a’*<8—4—-4=0

quindi se o > 2 la funzione non puo essere convessa. Se o = 2 allora (g e quindi) il
determinante e identicamente nullo quindi I’hessiano e semidefinito positivo e la funzione
f e convessa. Ci rimane da vedere il caso in cui @ < 2. Studiamo la derivata ¢'(t) =
(4 — 2a)e’: essa per o < 2 & sempre positiva quindi g ¢ crescente su R. Studiamo

lim g(t) =4—a®

t——o0

Se vogliamo che la funzione sia convessa allora ci basta richiedere che 4 —a? > 0. Ovvero
che —2 < a < 2. In conclusione f e convessa se e solo se —2 < a < 2.

. Usiamo [2, Osservazione 6.12.8]. Se troviamo dei punti critici allora questi sono dei minimi
globali. Abbiamo gia calcolato il gradiente di f:

Vi(z,y) = (e + 2z + ay, ™ + ax + 2y)

cio ci impone il sistema

etV 4+ 2z + ay =0
e+ ar+2y =0

Sottraendo membro a membro otteniamo
2—a)r+(a—2)y=0=>2—a)(z—y)=0

da cui otteniamo o = 2 oppure x = y. Se o = 2 allora sommando membro a membro le
due equazioni otteniamo

2" 42+ y) + 2 +y) =0= "+ 2(x +y) =0

Consideriamo la funzione g(t) = €' 4+ 2t. La sua derivata ¢ sempre positiva quindi g &
crescente. Ma allora visto che lim;_,_, g(t) = —o00 e lim;_,, o g(t) = 400 abbiamo che g
ammette esattamente uno zero che chiameremo ¢. Ma allora 'insieme

{(z,y) eR*:x +y =1}

€ un insieme in cui ogni punto al suo interno € un punto di minimo assoluto per f. Se
invece abbiamo x = y sostituendo nella prima equazione otteniamo

e+ (2+a)r=0
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Consideriamo la funzione h(t) = €* + (2 + a)t. La sua derivata ¢ 1/'(t) = e* + 2 + a. Se
a > —2 allora questa e sempre positiva e quindi A € sempre crescente. Ragionando come
prima osserviamo che esiste un unica soluzione . Quindi se —2 < o < 2 f ammette un
unico minimo globale dato da (z,y) = (¢,t). Ci resta da studiare il caso a = —2. Ma
allora dovremmo risolvere 1’equazione

eQxZO

il che e impossibile.

6 Esercizi visti il 12 dicembre 2023

Esercizio 35. [I, Esercizio 9.2] Calcolare la soluzione del seguente Problema di Cauchy

Svolgimento. In maniera formale abbiamo che

dy 142z
dr  cos(y)

ovvero
cos(y)dy = (1 + 2x)dx

/:, cos(s)ds = /Ox(1 +2t)dt

[sin(s)ly = [t + 5

integrando otteniamo

e quindi

cioe
sin(y) = o + 2°
per gli archi associati segue che
sin(r —y) =2* + 2
dunque
y = m — arcsin(z + 7).

Questa funzione ¢ definita in un intorno di 0 se e solo se —1 < x + 22 < 1. Abbiamo che
x + 2% > —1 ¢ sempre verificata mentre x + 22 < 1 ¢ verificata se e solo se

—1-+5 V5 —1

<z< .
2 =TT
Quindi la soluzione massimale ¢ data da y(x) = m—arcsin(z +2?) sull’intervallo <’1§‘/5, ‘/52’1>.
“Giusto per scrupolo” osserviamo che y(0) = 7 — arcsin(0) = 7 e che
1+2z 1+ 22 B 1+ 2z B 1+ 22 B
cos(y(x))  cos(m — arcsin(x + 22))  — cos(arcsin(z + 22)) —/1 — sin(arcsin(z + 22))? -

B 142z d

Vi@t dr

Questo tipo di conti “per scrupolo” non e necessario ma a volte puo essere utile farli per cercare
eventuali errori. O]

(7 — arcsin(z + 2%)).

30



Esercizio 36. [1, Esercizio 9.3] Calcolare la soluzione dei seguenti Problemi di Cauchy.

1.
y/ - I—Eez +et
y(0) =
2.
v =y*In(z + 3)
y(=2) = —3
Svolgimento. 1. L’equazione ¢ lineare ovvero e del tipo ¢/(z) + a(x)y(x) = b(z). In questo
caso abbiamo ]
ofa) =~ M) =e

la soluzione e quindi data da

y(z) = e 4@ ( /0 ’ b(s)eA(S)ds)

dove

Quindi abbiamo

s 1 81 t _ t s S t
A(s):/ - dt:—/ udt:—/dwr/ S
o l1+eé o l+et 0 o 1+et

cambiamo la variabile 1 4 €' — u(= e'dt = du).

1+e®
A(s) = —s+ / —du = —s+1In(1+¢€°) —In(2).
2

u

Abbiamo invece che

T x T x
/ b(s)eA(s)dS — / 6—se—s+ln(1+es)—ln(2)d8 _ / 6—2561n(1+es)6—1n(2)d8 — 1 / 6_28(1+65)d8 —
2
0 0 0 0

[ LI L], ] 11 31, 1
= 5/0 (3—28+6_5)d$ = 5 |:——e 25:|0—|—§[—e_5]g = _——¢ 2x+ e T — Z__e T_Z, 2
Quindi
e b(s)e?Pds | =e _le_ L,
0 4
ovvero

In particolare y e definita su tutto R.

2. L’equazione e a variabili separabili: procedendo in maniera formale abbiamo

Z—z =y?In(x + 3)
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ovvero

dy
— = In(z + 3)dzx
Y
e quindi
Yy T
2 [
,% S )
OVVEro
1 Y z+3
[——] = / In(r)dr
S|_1 1
2
ie.
z+3
TR
Y 1
cioe )
—2—;2 (x+3)In(z+3)—(z+3-1)
OVVEro .
" (x+3)In(z+3) —x
e infine

1
v x— (z+3)In(z + 3)
Vediamo su quale intervallo la soluzione ¢ definita. Necessariamente abbiamo bisogno che
x > —3. Vediamo che cio ¢ sufficiente. Sia f(x) = x — (x + 3) In(z + 3). Vediamo che per
z > —3 f non si annulla mai. Studiamo la derivata: f'(z) =1—(z+3)—5 +In(z +3) =
In(z +3). Quindi f’ si annulla in —2, & positiva per x > —2 e negativa per —3 < x < —2.
In altre parole —2 ¢ un massimo per f. Ma f(—2) = —2 < 0 quindi f non si annulla mai.
In definitiva la soluzione massimale y ¢ definita sull'intervallo (—3, +00).

]

Esercizio 37. [I, Esercizio 9.4] Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy

{y’ = sin(x +y + 3)
y(0) = —3.

Svolgimento. Definiamo y;(z) = y(x) + = + 3. Abbiamo quindi che sin(z + y + 3) = sin(y;),
y1(0) =y(0) +0+3 =0, ¢)(z) = ¢¥/'(x) + 1 e quindi il Problema di Cauchy diventa

{yi =sin(y;) + 1

L’equazione ¢ a variabili separabili: procedendo in maniera formale abbiamo

d
% =sin(y;) + 1
ovvero
dor — dy
r=——"">
sin(y;) + 1

e quindi integrando
v v ds
[
0 o sin(s)+1
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Concentriamoci sul lato di destra e abbiamo

/y1 ds /y1 ds 1 —sin(s) /yl 1 —sin(s) /y1 1 —sin(s)
-~ 1 = ; " = _—2d8 = — —’ds =
o sin(s)+1 J, sin(s)+11—sin(s) J, 1—sin*(s) o cos?(s)

/y1 ds /yl sin(s)
= — ds
o cos?(s) J, cos?(s)

Per il primo integrale sostituiamo u = tan(s) quindi du = Cogﬁ; per il secondo sosituiamo
v = cos(x) quindi dv = — sin(s)ds. Quindi abbiamo
tan(yi) cos(y1) dv 1 cos(y1) 1
du+/ AU _ o tenn) {_} = tan(y;) — +1
A A e o A
Quindi
tan(y:) ! +1
x = tan -
T cos(yn)
e ricordando y; = y + x + 3 abbiamo la soluzione implicita.
tan(y + z + 3) ! +1
xr = tan x -
Y cos(y +x + 3)
O
Esercizio 38. [1, Esercizio 9.5] Si consideri I'equazione differenziale
(1 — cos(y))y = xsin(x) sin(y)
1. Determinare tutte le soluzioni costanti;
2. Calcolare (in forma implicita) I'integrale generale;
3. Calcolare la soluzione che verifica la condizione iniziale y(0) = gﬂ'.
Svolgimento. 1. Prendiamo la soluzione costante y(z) = ¢ con ¢ € R: sostituendo nell’equa-

zione otteniamo
0 = zsin(x) sin(c)

Osserviamo ora che sin(c) # 0 allora dovremmo richiedere che 'equazione z sin(z) = 0
sia vera per ogni € R ma cio ¢ falso. Se invece sin(c) = 0 allora I’equazione ¢ risolta
quindi le soluzioni costanti dell’equazione sono tutte e sole quelle del tipo

y(x) = km, perognik € Z.

2. L’equazione e a variabili separiabili: abbiamo
P sin(y)
procedendo in maniera formale abbiamo
dy _, siny)
do (wsin(z)) (1 — cos(y)

e quindi
1 — cos(y)

) dy = zsin(z)dx
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integrando

/ 1—cosly) / zsin(z)de

sin(y)
Concentriamoci sul primo integrale:

Ve E TN

dove abbiamo fatto il cambio di variabile u = sin(y). Ora abbiamo

du

- = —In|u| = —In|si
" — —Infu] = ~In]siny)

/siﬁ(g)dy:/%dyz —/%ﬂdv

dove abbiamo fatto il cambio di variabile v = cos(x). Abbiamo ora

v A B Al+v)+B(l—-v) (A+B)+(A-DB)v

1—v2 1—v 14v 1—2 1 — 02
dacui A=B= % Quindi

v 1/ 1 1 [ 1 1 1
_ dv = —= dv — - dv=——In|l+v|—=In|l —
/1—U2U 2/1—|—UU 2/1—0“ [l +vl =g Infl—v]

In definitiva per il lato sinistro dell’equazione otteniamo

1 1
—3 In |1+ cos(y)| — §ln |1 — cos(y)| — In|sin(y)|
Per il lato destro dell’equazione integriamo per parti
/xsin(x)dx = —xcos(z) + /cos(x)dm = —x cos(z) + sin(x)
Quindi 'integrale generale ¢ dato da
: 1 1 :
sin(x) — x cos(x) + 5 In|1 + cos(y)| + 5 In |1 —cos(y)| +In|sin(y)| = ¢

dove c € R.

3. Usiamo ora l'informazione y(0) = gw. Sostituiamo nell’integrale generale e otteniamo
in(0) — 0.cos(0) + ~ In|1 : I 31)| + In | sin(E7)| =
sin(0) — 0 cos(0) + 3 n |1+ cos(5m)| + 5 n |l —cos(;7)| +In|sin(57)| = ¢
da cui ¢ = 0.
O
Esercizio 39. [I}, Esercizio 9.8] Calcolare la soluzione y € C'(a,b), —co < a <1 < b < 0o, del
Problema di Cauchy

y = vt
y+a’
y(1) =0,

e disegnare un grafico qualitativo di y. Calcolare b e mostrare che a > —1e™™/2.

2
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Svolgimento. Procediamo in maniera formale: facciamo la sostituzione y; (z) = Y2 (= y(z) =

T

y1(z)z). Abbiamo che y/(x) = ¢} (x)x + yi(x). Quindi il Problema di Cauchy diventa
yy(x)r + yi(z) = %7
Quindi 'equazione differenziale diventa

v —1
y1+ 1

y’=<y1_1—y)l
! y1+ 1 Yoa

L’equazione e a variabili separabili quindi abbiamo

yiz+ oy =

ovvero

dyp (1 —1 1
_ = J— yl —
dx y+1 x
© 1
d Y1 — 1 B B dx
Y1 v+ 1 Y1 =
cioe
1+ U1 . dx
e integrando abbiamo
1+t “d
- / Ty [ 2
o 1+1¢2 LS

Concentriamoci sul primo integrale:

Y1 1 t Y1 1 Y1 t 1 1
—/ + dt —/ / dt = —5[111 |1+22|]8* —[arctan(t)]§* = ~3 In |1+%?|—arctan(y; )
0 0 0

1+ 1+ |, 1+¢

il secondo integrale ci da invece

quindi la soluzione ¢ data da
1 2
In|z| = —5 In |1 + yi| — arctan(y;)

e ricordando che y; = y/ otteniamo

2

1
Injz| =—=1In 1—i—y—2 — arctan (g)
2 x x
ma
2 1 2 2 1 1
—=1In 1—|—% :—Eln ’ ;;y =—3 (In|z® + y?| — In |2?]) :—51n|$2+y2|+ln|x|

quindi '’equazione diventa

1
0= —=In|2? 4+ y*| — arctan (Q)
2 T
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Notiamo che pero qui abbiamo un problema lungo l'asse delle y ovvero su {z = 0} dovuto
prevalentemente alla sostituzione che abbiamo fatto all’inizio y; = y/x. Notare che passando in
cordinate polari otteniamo un’espressione piu semplice: facciamo la sostituzione y = rsin(6),
x = rcos(f). Ma ci restringiamo solo all'intervallo § € (—n/2,7/2) perche li abbiamo che
arctan(tan(f)) = 6 e li non si annulla = r cos(f). Otteniamo

1
0= ~3 In |r?| — arctan(tan(f))
OVVero
In(r) = —40
e quindi
r=e’

per —m/2 < 6§ < 7/2: ovvero ci fermiamo all’asse delle y come osservato prima. Osserviamo
ora che forse ci sarebbe convenuto passare prima in coordinate polari: facciamo il cambio di
coordinate x = rcos(#), y = rsin(#). Abbiamo, procedendo in maniera formale, che

dy(y +z) = dz(y — z)

e che
dx = cos(0)dr — rsin(0)do
dy = sin(0)dr + r cos(0)do

sostituendo nell’equazione otteniamo
[sin(@)dr + rcos(8)dl][r sin(0) + r cos(8)] = [cos(0)dr — rsin(8)dl][r sin(0) — r cos(d)]
svolgendo un po’di conti otteniamo
sin?(0)dr + 7 cos(0) sin(6)df + sin(6) cos(0)dr + r cos(0)dd =
= sin(#) cos(0)dr — rsin*(0)d — cos®(0)dr + rsin(6) cos(6)db.

OVVEro
sin?(0)dr + 7 cos?(0)df = —r sin®(0)dd — cos(6)dr.
cioe
dr+rdf =0
ie.
dr_ _
-
OVVEro
r'=—r
che ha per soluzione
r(0) = Ce™?

con C' € R. Usiamo la condizione y(1) = 0 per calcolare C: cio equivale a dire che la curva
tracciata da r(0) = Ce~? deve passare per il punto (1,0). In altre parole 'equazione deve essere
verificata quando r = 1 e § = 0. Richiediamo quindi

1=Ce™
da cui C' = 1. Vediamo quindi di far “tornare” alle coordinate cartesiane la curva in polari

r(f) = e
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Disegnamo la curva:

Figura 1: Grafico di r(f) = e~ per —7 <0 < 7.

Figura 2: Grafico di r(0) = ™% per —7/2 <0 < /2.

Ora vogliamo scriverla, in un intorno del punto (x,y) = (1,0) come funzione del tipo
(x,y(z)). Possiamo farlo, per il teorema delle funzioni implicite (o teorema di Dini), finche non
incontriamo una derivata parallela all’asse delle gﬂ Calcoliamo la derivata: abbiamo

dy _ Lr(9) sin(9) _ — sin(#) + cos(6)
dr Lr(6)cos(d) sin(0) + cos(0)

Abbiamo che c¢’eé una derivata verticale ogni volta che il denominatore si annulla cioe ogni volta
che sin(f) + cos(#) = 0. Visto che per § = 0 abbiamo il punto di partenzia siamo interessati
agli angoli piu vicini a 0 #; < 0 < #, per cui si verifichi questa condizione. E facile vedere che
0, = —m/4, 6, = 3w /4. Vogliamo quindi capire “che coordinate cartesiane ha” questa curva

! Graficamente questo vuol dire che ci restringiamo ad un intervallo per cui tracciando rette parallele all’asse
delle y incrociamo il grafico esattamente una volta sola.
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0.5 1. 1.5

-0.5r

Figura 3: Grafico di r(0) = e~ per —7/4 < 0 < 37/4.

Con un po’ di trigonometria otteniamo che

w

™

e 4

7 Esercizi visti il 19 dicembre 2023

Esercizio 40. [I, Esercizio 10.2] Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy

y' oy = Cosl(x), xr e (—m/2,1/2),

y(0) =0,
y'(0) = 0.

Svolgimento. Seguiamo il procedimento descritto in [2| Sezione 9]. Cerchiamo una soluzione
del problema omogeneo associato ovvero

y'+y=0
L’equazione associata ¢ data da
NM+1=0
che ha dicriminante A < 0 e soluzioni \; = i, Ay = —i. Quindi la soluzione dell’equazione

omogenea ¢ data da
yo(z) = ¢y cos(x) 4+ cosin(x), c¢p,c0 € R.

Ora dobbiamo determinare una soluzione particolare: la matrice wronskiana e data da

W(x):( cos(x)  sin(x) )

—sin(z) cos(x)
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La condizione che richiediamo per W e che

e () =)

Ovvero abbiamo il sistema

cos(x)Yy + sin(x)y = 0,
—sin(z)yy + cos(x)iy = Cosl(x)
Dalla prima equazione ricaviamo
sin(x
b = _ Yasin(z)
cos(x)

e sostituendo nella seconda otteniamo

1y sin?(x) + cos(a)y = 1 = v, <sin2(x) +COS(£)> _ 1

cos(z) cos(z)

OVVero
e quindi

integrando otteniamo

o(z) = — /Ox tan(t)dt = [In|cos(t)|]; = In| cos(x)|

¢o(x) = /xdt:x
0
da cui la soluzione particolare e data da
y1(x) = xsin(x) + In| cos(x)| cos(z)
quindi la soluzione generale ¢ data da
y(z) = c1 cos(x) + cosin(x) + xsin(z) + In | cos(x)| cos(x)
imponiamo le condizioni iniziali: da y(0) = 0 ricaviamo
0=qc
Ci calcoliamo ¥/ (x) ovvero
y'(x) = ¢y cos(x) + sin(x) + x cos(x) — tan(x) cos(z) — In | cos(x)| sin(x)

e da ¢/(0) = 0 ricaviamo
0= Co

da cul otteniamo finalmente la soluzione

y(x) = cos(z) In| cos(z)| + x sin(x)
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Esercizio 41. [I Esercizio 10.3] Sia A la matrice 2 x 2

=(50)

Calcolare la soluzione generale del sistema lineare di equazioni differenziali y' = Ay.

Svolgimento. Sappiamo dalle ultime lezioni che la soluzione e data da

y(zr) = "o

dove 2y = (a,b) € R? & definito come y(0) = xy. Cerchiamo gli autovalori della matrice: ovvero
calcoliamo il determinante

_\2
=

i due autovalori sono quindi A\; = 7, \y = —i. Vogliamo scrivere quindi A come

‘—/\ 1

A= SAS™!

dove

In tal modo avremo che
e = Se™A g1 = § ( et 0 ) St
0 e

Ci resta da capire chi ¢ la matrice del cambio di base S. Cerchiamo gli autovettori di A:
abbiamo

0 1 wy \ [ twy

-1 0 Wao N in

Wo = i’LUl
—wp = iwg

ovvero 'autospazio relativo a A; = i & generato da (1,7). Allo stesso modo cerchiamo 'auto-

spazio relativo a Ay = —1:
0 1 w1 o —iwl
-1 0 () o —iwg

Wo = —iw1
—w1 = —iwg

ovvero l'autospazio relativo a Ay = —i € generato da (7, 1). Definiamo quindi

da cui

da cui

La sua inversa ¢ data da

1 1 —3
,1__
S 2(—2’ 1)'

In definitiva quindi la soluzione e data da

(o) =20 (v &) (A7) ()



da cui ) .
yi(z) = 5[6”(@ —ib) +ie " (—ia + b)] = é[eiz(a —ib) + e " (a + ib)]
1

) = Slic®(a— ib) + e (~ia+ ) = %[ei‘”(z’a +b) + e " (—ia + b)]

ce le riscriviamo in maniera piu comoda

y1(z) —o N A" = acos(z) + bsin(x)

y2(z) = ia +b = —asin(z) + bcos(x)

Esercizio 42. [Il Esercizio 11.2] Si consideri il Problema di Cauchy
y=y'+a’ -1
{y(O) =0
dove y e la funzione incognita ed x e la sua variabile.
1. Provare che il problema ha un’unica soluzione locale.
2. Discutere eventuali simmetrie.
3. Studiare qualitativamente la monotonia della soluzione y.

4. Sia (=b,b) C R, con 0 < b < oo, l'intervallo di definizione della soluzione massimale.
Provare che b < oo e che b > /3/2.

Svolgimento. 1. La funzione f(z,y) = y*+2*—1 & C>~(R?) quindi in particolare ¢ localmente
lipschitziana: possiamo usare [2, Teorema 7.5.2] ed affermare che esiste un’unica soluzione
locale.

2. Vediamo se y ¢ pari, dispari o nessuna delle due. Definiamo z(z) = y(—z): vediamo che
y non ¢ pari: non verifica lo stesso Problema di Cauchy perche

H@) = —yf (~2) =~ (1) — (—af 1= =2 — 2?1 1.
Tuttavia y e dispari perche se definiamo z(z) = —y(—x) otteniamo
(o) =1/ (—2) = y(=2)? + (~2) = 1 = 2(a)? +2® — 1
e z(0) = —y(0) = 0. Per l'unicita della soluzione y ¢ dispari.
3. Studiamo la disequazione f(z,y) > 0 ovvero
v 4+22—-1>0

cioe il complementare aperto del disco: z? + y? > 1. Il punto iniziale (z,y) = (0,y(0)) =
(0,0) si trova all’interno del disco. Quindi sappiamo che di certo la soluzione & decrescente
in un intorno di (0,0) (perche li f < 0). Quando la soluzione incrocia il cerchio unitario
abbiamo che f e quindi 3’ si annulla quindi esiste un certo = € (0, 1) tale che f'(Z) = 0.
Da quell'z in poi y e crescente. Visto che la funzione e dispari lo stesso succede anche
a sinistra di —7. Quindi quando in T, —% y esce dal cerchio unitario poi non puo piu
rientrarvi.
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4. Dal punto precedente sappiamo che esiste un unico xy € (1,b) tale che y(xg) = 0 (per
semplicita ci mettiamo solo a destra dell’asse delle y visto che la funzione ¢ dispari). Sia

B =+/23 —1>0. Quindi per x > zy otteniamo
y(r) = y(@)’ +2° = 1> y(x)* + §°
OVVero )
ylr) o
y(z)* + 67
integrando tra xg e b otteniamo

b / b
/zo y(xy>2(? g2 / e
b /
/xo y(xy)g it = b=

b
% [arctan <%>} >b—xg

arctan (22 > 56— u
(M) 2 50— )

ovvero

I'integrale & noto e si ha

da cui

quindi

bo | 3

2 i (422) 2 10—

e di conseguenza

X

ovvero b < oo. Vediamo che b > 1/3/2. Abbiamo che y = y? + 2> — 1 > —1 quindi
integrando tra 0 e = per x € [0,b) otteniamo

y(z) = —a.
Se y(x) < 0 allora questa disuguaglianza equivale a
y(a)? < 2’

Quindi per ogni x > 0 tale che y(x) < 0 si ha, sostituendo nell’equazione differenziale di
partenza,
Y (z) < 22% —1

integrando da 0 a x otteniamo

2
y(x) < gx?’ —x

Ma allora abbiamo 5
0=y(z) < §x8 — 9

e visto che ci restringiamo al semiasse delle x positivo ci resta che o > 1/3/2. Ma allora

possiamo concludere che
3
b > Ty > \/;
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Esercizio 43. [I, Esercizio 11.3] Si consideri il Problema di Cauchy

_ 1
Y =
y(0) = 1.

1. Provare che il problema ha un’unica soluzione locale y € C*(—4,§) per qualche § > 0.
2. Provare che la soluzione e una funzione crescente.

3. Sia (a,b) C R l'intervallo di esistenza della soluzione massimale. Provare che b = oo.
4. Provare che y(z) > x per ogni x € (a,b).

5. Provare che
lim y(z) —z =0.

T—>+00
Svolgimento. 1. Consideriamo la funzione
1
flz,y) = R

Possiamo definire f in uno dei tre sottoinsiemi tagliati dall’iperbole y? — 22 —1 = 0. Visto
che a noi interessa un intorno del punto (0,1) ci mettiamo nel sottoinsieme “centrale”
ovvero in A = {(z,y) € R? : y* — 2> + 1 > 0}. Abbiamo che f € C*(A) quindi come
nell’esercizio precedente possiamo usare |2, Teorema 7.5.2] per ottenere esistenza e unicita
locale per il Problema di Cauchy.

2. Dal punto precedente sappiamo che f > 0 su A quindi ¢’ > 0 su A quindi f & una funzione
crescente.

3. Risolviamo prima il punto 4. che useremo per mostrare il punto 3.

4. Cerchiamo di capire quando y* — 22 + 1 < 1: se questo accade allora

1

y’(x)—#21:>/ y/(t)Z/ dt = y(x) —y(0) >z =ylz) >z +1>x.
Yy - +1 0 0

Ma y? — 22 +1 < 1 se e solo se (y — x)(y + ) < 0 ovvero se siamo nelle zone evidenziate
in blu in figura
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Figura 4: In blu siamo nella zona in cui y(z) > x + 1, in rosso il grafico di y> — 2> +1 =0
(iperboloide), in grigio la retta y = x + 1, in nero il punto (di partenza) (0, 1). Ricordiamo che

nella zona al centro tagliata dall’iperboloide y e crescente.

Dall'immagine segue la conclusione visto che “non possiamo entrare nelle zone blu” visto

che altrimenti dovremmo “risaltare” al di sopra della retta grigia.

3. Vogliamo usare [2, Teorema 7.6.3| e mostrare che se b # oo allora non possiamo mai avere
lim, . |y(x)| = co. Se cio € vero allora possiamo dedurre che b = co. Come nel punto
4. osserviamo che y? — 22 +1>1 (ovvero se e soltanto se siamo nell’altra zona tagliata

dalle due bisettrici) allora
y(r) <z +1

Ma allora anche alla luce di quanto osservato prima la soluzione che

0<y(z) <x+1. Maallorase 0 <b# o0

lim |y(z)| = limy(x) <lmzr+1=>0+1 < oco.
z—b z—b z—b

5. Dai punti precedenti abbiamo che per = > 0 segue
r<ylr)<z+1

da cui
0<y(z)—z<1

Quindi se esiste un limite L = lim, ,,, y(z) — x abbiamo che L € [0,1]. Se mostriamo
che y(x) — z & decrescente allora abbiamo che certamente L esiste.
precedenti abbiamo che y/(z) < 1 quindi £ (y(z) — z) = y'(z) — 1 < 0 ovvero y(z) — z
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“nasce” in (0, 1) deve
necessariamente restare tra le rette y = v +1 e y = x. Nello specifico per ogni x > 0 vale

Per z > 0 dai punti



¢ decrescente. Supponiamo ora per assurdo si abbia L € (0,1]. Definiamo per z > 0
z(x) = y(x) — z. Abbiamo che
, 1 1 1

== y?—a?+41 (z+x)?2—22+4+1 2242z +1

ma se mandiamo x — +o00o otteniamo (visto che lim,_, o, z(x) = L > 0) che

lim 2/(z) = —1
T—r00
ma cio implicherebbe che lim, ., z(x) = —o0, il che ¢ assurdo. Necessariamente segue

quindi che L = 0.
O

8 Esercizi visti il 12 gennaio 2024
Esercizio 44. [I], Esercizio 12.1] Sia f : R> — R? la funzione

flz.y) = (2% — y*, 2zy)

1. Determinare il piti grande aperto A C R? tale che f sia un diffeomorfismo locale di classe
C> su A.

2. Stabilire se f ¢ un diffeomorfismo su A.
3. Dare esempi di insiemi aperti B C A massimali su cui f & un diffeomorfismo.

Svolgimento. 1. Vogliamo usare il teorema di invertibilita locale ([2] Teorema 8.1.3]). Stu-
diamo il determinante dello Jacobiano:

Jf(z,y) = (

2v 2y

a2 2
9y 2 ) , det(Jf(z,y)) = 4a” + 4y~

Da cui osserviamo che det(Jf(z,y)) = 0 se e solo se (x,y) = (0,0) ovvero f ¢ un
diffeomorfismo locale di classe C*™ su A = R?\ {(0,0)}.

2. f non e un diffeomorfismo su A perche f non e globalmente iniettiva su A: ad esempio
f(1,0) = f(—1,0) = (1,0).
3. Vediamo quand’e che f & iniettiva. Di certo f non & iniettiva nei punti (z,y)&(—z, —y)

(in altre parole f gode di simmetria centrale rispetto all’origine) quindi esempi di aperti
massimali su cui f € un diffeomorfismo sono ad esempio

By ={(z,y) €R?*:2 >0}, By={(z,y) € R*: 2 <0},
By ={(z,y) €R?*:y >0}, By={(z,y) €R?:y <0}

Vediamo che f & un diffeomorfismo su By (per gli altri la prova ¢ uguale) e che I'aperto
e massimale. L’aperto ¢ massimale poiche se cosi non fosse allora aggiungeremo almeno
un punto per cui il suo simmetrico rispetto all’origine sta gia in B; e quindi f non
sarebbe iniettiva. Ci resta solo da vedere che f e iniettiva su By. Siano «, € R tali
che f(z,y) = (a, B). Vediamo che esiste un unico punto (x,y) € B; che realizza questa
equazione ovvero che risolve il sistema

-yt =a
2vy = 6
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Visto che x > 0 possiamo dividere la seconda equazione per 2z ottenendo

Y= ﬁ
2z
sostituendo nella prima otteniamo
2 2
2 B 4 s P
- —=a=>z —ar’——=0
422 4

che ha per soluzioni
s aE/a?+ 3
B 2

dobbiamo necessariamente scartare la soluzione con il meno (perche altrimenti avremmo
un quadrato negativo) e estraendo la radice otteniamo

2 2
x:i\/a—l— (;—l—ﬂ

T

ma visto che siamo in B; dobbiamo escludere la soluzione con il meno ottenendo un unico
valore per x e di conseguenza 1'unico punto

o) \/a—i— ST B
) 2 ’2\/a+\/§2+52

Esercizio 45. [I|, Esercizio 12.2] Siano A = (z,y € R*: 14+ x4+y >0}ed f: A= R
fle,y) =In(l+z+y) — e 4+ 1.

1. Provare che I'equazione f = 0 definisce implicitamente intorno a 0 € R? una funzione ¢
definita in un intervallo (-4, d) per qualche § > 0.

2. Esprimere ¢’ in funzione di ¢ e calcolare poi ¢'(0).
3. Calcolare ¢"(0).

Svolgimento. 1. Vogliamo usare il teorema del Dini ([2] Teorema 8.2.1]): verifichiamo le
ipotesi: f € C*(A), (0,0) € Ae f(0,0) = 0; calcoliamoci le jacobiane (cioe le derivate)
parziali: abbiamo

of 1 (14) of 1 (1+
- L 1 ' S € & )
aI(ﬂc,y) Ty © (1+y), 8y(1’7y) Trors ¢ T
Da cui osserviamo che of of
—(0,0) =0, =(0,0)=1+#0
20.0=0. Fo0=12

Quindi sappiamo per il teorema del Dini che esiste un § > 0 e una funzione ¢ : (—9,0) — R
che rispetta la richiesta del punto 1..
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2. Sempre per il teorema del Dini abbiamo che ¢ rispetta la seguente relazione

¢ == (Phwpn) et

Ay
Oovvero
d@ﬂ:——(———L————eﬂHﬂﬂh)1(———1————6“H%@M1+¢@n)
L+ +¢(x) 1+ + ()
cioe
'(x) 1— e 0@l 4o + )\ (1= e (1 4 () (1 + & + ()
)= —
7 1+ 2+ p(x) 1+ 2+ p(x)
ie.
sy U 4 o) (1 4+ o+ () — 1
¥ ('T> - z(1+¢(x))
1 — ex(+e@) (1 4+ 2 + p(x))
da cui

#'(0) = =1+ (1+ ¢(0))*
ma ¢(0) = 0 (visto che f(0,0) =0) da cui ¢'(0) = 0.

3. Calcoliamoci la derivata di ¢'(x) = % Abbiamo

ora

d/ () =" P14 p(a) + 20/ () (1 + 9(2) (1 + 2 + o))+
+ e UHe@ () (1 + x + o(z))+
+ P14 () (1 + ¢ (@)

Abbiamo che a(0) = 0,5(0) = 1,d’(0) = 2 (visto che a(0) = 0 & inutile che ci calcoliamo
b'(0)) da cui
/ /
" a’(0)b(0) — a(0)¥'(0)
©"(0) = =2
(b(0))?

Esercizio 46. [5, Esercizio 2 dell’esame del 24/08/2020] Sia F : R* — R? la funzione

1 1
F(z,y) = (21‘+r@/2,2y+ 1+£L‘2)'

1. Stabilire se F' ¢ un diffeomorfismo locale.
2. Stabilire se F' ¢ iniettiva e suriettiva da R? a R?.

Svolgimento. 1. Osserviamo che F' € C*°(R? R?) e studiamo il determinante dello Jacobia-
no: abbiamo

F = A+ ) — 4 —
det(JF(z,y)) = det ( % 9 1+ 22)2(1 + 12)?

(1+z2)?
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Ora osserviamo che

x B T 1
(14+22)2  (1+22) (1+22)°
—
<1
Studiamo ora la funzione f(x) = 1755. Abbiamo che va a 0 per z — +o0. La sua derivata
e data da f'(x) = % quindi f e crescente tra —1 e 1 e decrescente altrove. Quindi ha

un massimo in f(1) = 1/2. Segue dunque che

T < T <1
(1+22)?2 — (14+22) — 2

Allo stesso modo abbiamo che

y 1
(1+9%)? ~ 2
e quindi
dxy 1 1
det(JF(z,y)) =4 — (1+ 22)2(1 + y2)2 >4—4 (—§> <—§) =3>0

ovvero F & un diffeomorfismo locale su R2.

. Fissiamo («, 8) € R? e cerchiamo di risolvere 1'equazione F(z,y) = (a, 3). Se troviamo
almeno una soluzione allora F' & suriettiva su R?, se poi ne troviamo esattamente una
allora F' ¢ iniettiva su R%. Dobbiamo quindi risolvere il sistema

2:1;—1-#:04
2+ 5 =1

mettiamo in ordine e otteniamo

+ o+
N[ No|R

1
T T
1
Y= 750129
Consideriamo ora ’applicazione

1 « 1 6]
e = (g * - mrEE + 2)

Se mostriamo che G ¢ una contrazione da R? in R? allora il sistema ammette esattamente
una soluzione (ovvero il punto fisso di G) e quindi F ¢ sia iniettiva che suriettiva su R2.
Siano (z1,y1), (T2, y2) € R?: abbiamo

1

| e

1 o 1 3 1

G(1, 1)~ G 2, 10)] = ’(_

1 1 1 1 1

_2‘(1+y§_1+y§’1+x3_1+x§>‘

ora osserviamo che

1 1
1+y2 1497

_‘1+y%—1—y§ _ =)y + )
IT+y)A+wy) A+ +y3)
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= ly1—22| le + & < |ly1—12| | + (2]
Q+y)(1+93)  (L+y1)1+y3) A+yt)A+y3)  (L+y7) (1 +y3)
<1/2 <1/2
e in definitiva
‘ S < |y1 — 2|
1+y2 1492~
allo stesso modo otteniamo
’ LI < |xy — .
1+23 1+22|—

Quindi

1 1
|G (z1,91) — G(22,12)| < 5\/|$1 — T|? + [y1 — y2|2 = §|($1a?/1) — (72, 12)|

ovvero G & una contrazione su R? ed F' ¢ iniettiva e suriettiva su R2.

O
Esercizio 47. [5, Esercizio 2 dell’esame del 03/09/2020] Sia F : R? — R? la funzione
F(z,y) = (:13 + % sin(y),y + %ln(l + 9:2)> .
1. Stabilire se F' e un diffeomorfismo locale.
2. Stabilire se F ¢ iniettiva e suriettiva da R? a R2.
Svolgimento. 1. Osserviamo che F' € C*°(R? R?) e studiamo il determinante dello Jacobia-

no: abbiamo

1 Zcos(y) 1 T
_ 2 —1_= -
det(JF(x,y)) = det < - 1 =1 5 cos(y) T2

Come nell’esercizio di prima notiamo che 7% < 1/2. Inoltre cos(y) < 1 quindi abbiamo
che

det(JF(z, y)) = det ( 1+1 %Cof(y) ) >1- %(—1) (-%) ~ 350

ovvero F & un diffemorfismo locale su R2.

2. Fissiamo (a, 3) € R? e cerchiamo di risolvere 'equazione F(x,y) = (a, 8). Se troviamo
almeno una soluzione allora F' & suriettiva su R?, se poi ne troviamo esattamente una
allora F' ¢ iniettiva su R%2. Dobbiamo quindi risolvere il sistema

T+ 3sin(y) = o
)

mettiamo in ordine e otteniamo
{:1; = o — 3sin(y)

y=0—3In(l+2?).
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Consideriamo ora 'applicazione

o) = (o= i), 5 - 1+

Se mostriamo che G ¢ una contrazione da R? in R? allora il sistema ammette esattamente
una soluzione (ovvero il punto fisso di G) e quindi F' ¢ sia iniettiva che suriettiva su R2.
Siano (z1,y1), (T2, y2) € R?: abbiamo

1 1

2 2

IG@hm%G@mmﬂz‘Gwﬂﬂmwﬁ—a+—$Mm%5—%mﬂ+x9—5+%mﬂ+w@ﬂ

I, . .
=3 !(sm(yg) —sin(yy), In(1 + 23) — In(1 + x%))‘ )
Usiamo ora il teorema del valor medio di Lagrange: per la prima componente abbiamo

che esiste un y* compreso tra y; e y, tale che

| sin(y2) — sin(y1)| = | cos(y)llyr — v2l < |1 — v2]
allo stesso modo per la seconda componente esiste un z* compreso tra x; e x5 tale che

2z*

m |.T1 —.I‘Ql S |$1 —LL’2|.

|In(1 +23) — In(1 + 27)| = ‘

Quindi

1 1
|G($1,y1) — G(z2,10)| < 5\/’931 — T|? + [y1 — ?/2|2 = §|(9317?Jl) — (22, 92)]

ovvero G ¢ una contrazione su R? ed F' ¢ iniettiva e suriettiva su R2.
O]

Esercizio 48. [4, Esercizio 2 dell’esame del 18/02/2013] Sia g € C(R) una funzione continua
fissata. Provare che ’equazione funzionale

(1+2%)¢(x) +wsin(p(z)) = g()
ha un’unica soluzione continua ¢ € C'(R). Assumendo che g € C'(R), provare che ¢ € C'(R).

Svolgimento. Fissiamo M > 0 e consideriamo X = C([—M, M]) con la norma infinita. Defi-
niamo 7": X — X come

B 1
1 4a?

Tep(x) (9(z) — wsin(p(2))), e [-M, M].

Mostriamo che T' ¢ una contrazione su X. Siano ¢, s € X. Sfruttando i conti degli esercizi
precedenti abbiamo che

[Tp1(x) = Too()| = | sin(ipa(2)) — zsin(p ()] =

1+ 22

sl
1+ 22

| sin(pa(x)) — sin(p: ()] < %le(ﬂf) — pa()]
ovvero abbiamo

1
1 T1 — Talloe < 5”901 — 2| 0o-

20



Cioe T' e una contrazione e quindi ammette un unico punto fisso ¢ € X tale che Ty = ¢
e quindi risolve l'equazione funzionale su X = C([—M, M]). Ma questa dimostrazione non
dipende dalla scelta di M quindi ’equazione e verificata per ogni x € R. Consideriamo ora la
funzione f : R? — R definita come

flz,y) = (1+2°)y + xsin(y) — g(x)

se g € C*(R) allora necessariamente f € C*(R?). Calcoliamoci le sue derivate parziali: abbiamo
che

%(1‘, y) = 2xy + sin(y) — ¢'(2), %(m, y) = 1+ 2 + z cos(y)
osserviamo ora Che

of 5 5 x 1 1
_— — — > _— = = —
ay(:z:,y) 1+ 2 4z cos(y) (1+x)(l+1+$2008(y))_1(1 2) 2>O

quindi possiamo usare il teorema del Dini ed esiste una funzione z — ¢(x) con ¢ € C* tale che
f(z,o(z)) = 0 ovvero ¢ risolve I'equazione funzionale. O
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