Esercizi visti il 12 gennaio

A cura di Marco Di Marco

Esercizio 1. [I, Esercizio 12.1] Sia f : R? — R? la funzione

flzy) = (2 — %, 2ay)

1. Determinare il piti grande aperto A C R? tale che f sia un diffeomorfismo locale di classe
C> su A.

2. Stabilire se f & un diffeomorfismo su A.
3. Dare esempi di insiemi aperti B C A massimali su cui f & un diffeomorfismo.

Svolgimento. 1. Vogliamo usare il teorema di invertibilita locale ([2, Teorema 8.1.3]). Stu-
diamo il determinante dello Jacobiano:

Jf(x,y) = < _2;; ;Z ) . det(Jf(z,y)) = 42® + 49°.

Da cui osserviamo che det(Jf(x,y)) = 0 se e solo se (z,y) = (0,0) ovvero f ¢ un
diffeomorfismo locale di classe C*™ su A = R?\ {(0,0)}.

2. f non e un diffeomorfismo su A perche f non & globalmente iniettiva su A: ad esempio

f(l,O) = f(_170) = (170)'

3. Vediamo quand’e che f ¢ iniettiva. Di certo f non e iniettiva nei punti (z,y)&(—z, —y)
(in altre parole f gode di simmetria centrale rispetto all’origine) quindi esempi di aperti
massimali su cui f € un diffeomorfismo sono ad esempio

By = {(z,y) €R23I>0}7 By ={(x,y) €R2zx<0},

By ={(z,y) €R?*:y >0}, By={(z,y) €R?:y <0}

Vediamo che f & un diffeomorfismo su By (per gli altri la prova ¢ uguale) e che I'aperto
e massimale. L’aperto ¢ massimale poiche se cosi non fosse allora aggiungeremo almeno
un punto per cui il suo simmetrico rispetto all’origine sta gia in B; e quindi f non
sarebbe iniettiva. Ci resta solo da vedere che f e iniettiva su By. Siano «, € R tali
che f(z,y) = (o, 8). Vediamo che esiste un unico punto (z,y) € B; che realizza questa
equazione ovvero che risolve il sistema

-y =«
ey = 3
Visto che x > 0 possiamo dividere la seconda equazione per 2z ottenendo

s

y:%



sostituendo nella prima otteniamo
2 2
xQ—@:a:NEZL—axQ—Z:O
che ha per soluzioni
,  axy/a?+[?
2

dobbiamo necessariamente scartare la soluzione con il meno (perche altrimenti avremmo
un quadrato negativo) e estraendo la radice otteniamo

x::l:\/a+ (;2+62

T

ma visto che siamo in B; dobbiamo escludere la soluzione con il meno ottenendo un unico
valore per x e di conseguenza l'unico punto

(2,y) = \/OHr et i
2 2\/a+\/§2+ﬂ2

Esercizio 2. [I, Esercizio 12.2] Siano A = (z,y € R?: 1+z+y >0}ed f: A > R
fla,y) =l +z+y) — e 41,

1. Provare che I'equazione f = 0 definisce implicitamente intorno a 0 € R? una funzione ¢
definita in un intervallo (-4, d) per qualche § > 0.

2. Esprimere ¢’ in funzione di ¢ e calcolare poi ¢'(0).
3. Calcolare ¢"(0).

Svolgimento. 1. Vogliamo usare il teorema del Dini ([2, Teorema 8.2.1]): verifichiamo le
ipotesi: f € C*(A), (0,0) € A e f(0,0) = 0; calcoliamoci le jacobiane (cioe le derivate)
parziali: abbiamo

af 1 (1+y) of 1
=L N 1 =L e — { CE )
8m(fﬁ,y) Ty ¢ (I+y), ay(iv,y) Trors ¢ x
Da cui osserviamo che of of

—(0,0) =0, —=(0,00=1+#£0

ax<7 ) Y ay<7 ) 7£

Quindi sappiamo per il teorema del Dini che esiste un 6 > 0 e una funzione ¢ : (—9,9) — R
che rispetta la richiesta del punto 1..

2. Sempre per il teorema del Dini abbiamo che ¢ rispetta la seguente relazione

¢ == (Phwpn) et

ovvero



— er(4e@) (1 4 o aN\ L /1 = ex(ite(@) T T T
g0,(37):_<1 (L+ +w(») (1 (1 + ()L + +¢(D>

1+z+ p(z) e
ie. 1
¢'(z) = "M (1 + p(2))(1+ 2+ () — 1
1 — ere@z(1 + 2 + o))
da cui

#'(0) = =1+ (1+ ¢(0))*
ma ¢(0) = 0 (visto che f(0,0) =0) da cui ¢'(0) = 0.

3. Calcoliamoci la derivata di ¢'(z) = % Abbiamo

ora

a'(z) ="M (1 4 o(x) + 29/ (2)) (1 + () (1 + 2 + p(z))+
+ eI (1) (1 + o + o(2))+
+ "1 4 p(2)) (1 + ¢ (7))

Abbiamo che a(0) = 0,5(0) = 1,4’(0) = 2 (visto che a(0) = 0 & inutile che ci calcoliamo
b'(0)) da cui
a'(0)b(0) — a(0)6'(0)

SO =="mr

Esercizio 3. [4, Esercizio 2 dell’esame del 24/08/2020] Sia F' : R? — R? la funzione

1 1

1. Stabilire se F' ¢ un diffeomorfismo locale.
2. Stabilire se F' ¢ iniettiva e suriettiva da R? a R2.

Svolgimento. 1. Osserviamo che F' € C*(R? R?) e studiamo il determinante dello Jacobia-
no: abbiamo

det(JF — det W” | =4 -
et(JF(x,y)) = de <_2_:r 2 (14 22)2(1 + y?)?

(T+a7)?

Ora osserviamo che
x T 1

(1+22)2  (1+22) (1+2%)

_T _
1422

e data da f'(x) = ﬁ quindi f e crescente tra —1 e 1 e decrescente altrove. Quindi ha

un massimo in f(1) = 1/2. Segue dunque che

Studiamo ora la funzione f(z) = Abbiamo che va a 0 per x — 4+00. La sua derivata

X < X
L+ = T+

1
< -
-2
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Allo stesso modo abbiamo che

Y 1
7 <
(1+y%)? 2
e quindi
dxy 1 1
det(JF(z,y)) =4 — 15221 5 ) >4 —4 (—§> (—5) =3>0

ovvero F & un diffeomorfismo locale su R2.

. Fissiamo («, ) € R? e cerchiamo di risolvere I'equazione F(z,y) = (a, 3). Se troviamo
almeno una soluzione allora F' ¢ suriettiva su R?, se poi ne troviamo esattamente una
allora F' ¢ iniettiva su R%. Dobbiamo quindi risolvere il sistema

2x+ﬁ:o¢
2+ e =0

mettiamo in ordine e otteniamo

Consideriamo ora 'applicazione

1 Q 1 15}
e = (g * 5z e+ 2)

Se mostriamo che G ¢ una contrazione da R? in R? allora il sistema ammette esattamente
una soluzione (ovvero il punto fisso di G) e quindi F ¢ sia iniettiva che suriettiva su R2.
Siano (z1,y1), (r2,y2) € R?: abbiamo

e

G (z1, 1)~ G2, 12)| = ‘ (_2( :

Lo, 1 a L8, 3)
T+42) 2 2(14+43) 20 20+42) 2 201+a%) 2

1 1 1 1 1
C2|\14y2 1+yP 1423 1+a?
ora osserviamo che
1 1
1+y3 1443

(T+yD)(T+ys) (I +yi)(1+w3)

‘1+y%—1—y§ () + )

= [y1—ys n + & < [y1—y2| o] (2]
Q+y)(1+93) (L +y1)A+y3) A+ +3)  (L+y7)(1+43)
<12 <1/2
e in definitiva
- | Sl
1+y2 1+y2
allo stesso modo otteniamo
’ LI < |xy — a4
1+a23 1+a22—
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Quindi

1 1
|G (z1,91) — G(22,12)| < 5\/|$1 — 22+ |y — 1 = §|($17?/1) — (72, 12)|

ovvero GG & una contrazione su R? ed F ¢ iniettiva e suriettiva su R2.

O
Esercizio 4. [4, Esercizio 2 dell’esame del 03/09/2020] Sia F' : R? — R? la funzione
F(z,y) = (:v + % sin(y),y + %ln(l + :102)> :
1. Stabilire se F' € un diffeomorfismo locale.
2. Stabilire se F' ¢ iniettiva e suriettiva da R? a R2.
Svolgimento. 1. Osserviamo che F' € C*°(R? R?) e studiamo il determinante dello Jacobia-

no: abbiamo

et ) = det (2 B0 ) 21 Deosty)

Tia? 1 2 1+ 22
Come nell’esercizio di prima notiamo che 557 < 1/2. Inoltre cos(y) < 1 quindi abbiamo
che .
5 1 1 3
darP) —det (G )z 1o fen (1) =2

ovvero F & un diffemorfismo locale su R2.

2. Fissiamo (a, 3) € R? e cerchiamo di risolvere 'equazione F(x,y) = (o, 8). Se troviamo
almeno una soluzione allora F' ¢ suriettiva su R?, se poi ne troviamo esattamente una
allora F' ¢ iniettiva su R%2. Dobbiamo quindi risolvere il sistema

{x + $sin(y) =

Qo
y+3ln(l+a2?) =4
mettiamo in ordine e otteniamo

{:L‘ = o — 3sin(y)

y=0—3In(1+2?).
Consideriamo ora 'applicazione

1

Gla,y) = (a ~ S siny), 6 - %111(1 + x2)>

Se mostriamo che G & una contrazione da R? in R? allora il sistema ammette esattamente
una soluzione (ovvero il punto fisso di G) e quindi F ¢ sia iniettiva che suriettiva su R?.
Siano (1, y1), (T, y2) € R?: abbiamo

1 1 1 1
|G (21, 91)—G (72, 90)| = ‘ (a D) sin(yi) — o + 2 sin(ya), 8 — 2 In(1 + ﬁ) - B+ bl In(1 + 953)) ‘ =

- % | (sin(y2) — sin(y1), In(1 4 23) — In(1 + 27))|.

>



Usiamo ora il teorema del valor medio di Lagrange: per la prima componente abbiamo
che esiste un y* compreso tra y, e ys tale che

|sin(yz) — sin(y1)| = | cos(y)[lyr — 2| < |y — w2l

allo stesso modo per la seconda componente esiste un z* compreso tra x; e xo tale che

2 *
(1 + ) = 1+ )] = | 20 b=l < o =
Quindi
1 5 5 1
|G(21,91) — G(72,92)] < 5\/’301 —mo|? + [y1 —1pl? = §|(371,y1) — (72,92

ovvero G & una contrazione su R? ed F' & iniettiva e suriettiva su R2.

]

Esercizio 5. [3, Esercizio 2 dell’esame del 18/02/2013] Sia g € C(R) una funzione continua
fissata. Provare che I'’equazione funzionale

(1+2%)¢(x) +asin(p(z)) = g(z)
ha un’unica soluzione continua ¢ € C(R). Assumendo che g € C*(R), provare che ¢ € C'(R).

Svolgimento. Fissiamo M > 0 e consideriamo X = C([—M, M]) con la norma infinita. Defi-
niamo 7" : X — X come

Ty(z)

Mostriamo che T' ¢ una contrazione su X. Siano 1, py € X. Sfruttando i conti degli esercizi
precedenti abbiamo che

B 1
14 a2

(9(z) = zsin(p(2))), @€ [=M, M].

Tp1(x) = Ta()] = | sin(ipa(2)) — zsin(py ()] =

14 22
 Jal
1+ 22

) i 1
| sin(p2(x)) — sin(p1(2))] < Slei(x) — ()]
ovvero abbiamo .
|T1 — Tsloe < §||901 — 2]l 00-

Cioe T & una contrazione e quindi ammette un unico punto fisso ¢ € X tale che Tp = ¢
e quindi risolve l'equazione funzionale su X = C([—M, M]). Ma questa dimostrazione non
dipende dalla scelta di M quindi ’equazione e verificata per ogni x € R. Consideriamo ora la
funzione f : R? — R definita come

flz.y) = (1+2°)y + xsin(y) — g(x)

se g € C'(R) allora necessariamente f € C*(R?). Calcoliamoci le sue derivate parziali: abbiamo
che

%(x, y) = 2zy + sin(y) — ¢'(x), %(ax, y) = 1+ 2 + z cos(y)
osserviamo ora che

of 5 5 x 1 1
_— — — > _— = = —
ay(;zc,y) 1+ 2" + x cos(y) (1+x)(1+1+$zcos(y))_1(1 2) 2>0

quindi possiamo usare il teorema del Dini ed esiste una funzione x — ¢(z) con ¢ € C* tale che
f(z,¢(x)) = 0 ovvero ¢ risolve 'equazione funzionale. O
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