Esercizi visti 11 21 novembre

A cura di Marco Di Marco

Esercizio 1. [I, Esercizio 8.2] Al variare del parametro A > 0 si consideri f : R? — R

1
flz,y) = 2 4+ dwy + §y4.

Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.

Svolgimento. Cerchiamo i punti critici di f: vediamo chi e il gradiente di f:
Viz,y) = (224 Ay, Az + 2y°) .

Quindi (x,y) & un punto critico per f se e solo se
2 Ay =0
T+ AY (1)
Az +2y° =0

Studiamo prima il caso A = 0. Allora le equazioni di implicano che (z,y) = (0,0) ¢
I'unico punto critico per f se A = 0. Possiamo quindi ridurci al caso A > 0. Osserviamo
immediatamente che se uno tra x e y e nullo allora necessariamente anche altro deve esserlo.
Quindi (x,y) = (0,0) & un punto critico per f per ogni A > 0. Possiamo quindi ridurci al caso
x #0,y#0, A\ > 0. Dalla prima equazione otteniamo che

A
T =—=y.
oY

Sostituiamo nella seconda equazione di ottenendo

A (—gy) +2¢° = 0.

4 — Ny =0

Ovvero

visto che y # 0 possiamo dividere per y ottenendo
4y — N2 =0

ovvero

2y —=N@2y+A) =0

da cui otteniamo le soluzioni

A A
Y1 = 5 Y2 = 5
e le corrispondenti “ascisse”
A2 A2
=S me



Ricapitolando abbiamo che f ha i seguenti punti critici:

A2\ A2
(20, 90) = (0,0), (z1,51) = (_Za 5) o (12,10) = (Z’ —5) .
dove A > 0. Vediamo quanto vale f in ciascuno di questi punti: abbiamo

f(Io,yo) =0
/\2 2 )\2 A\ 1/ )\ 4 )\4
flxy,m) = <—Z) + A (_Z> B + 3 (5) )

22 2 22 \ 1 A 4 A
[z, y2) = <Z) + AZ (—§> + 3 (_§> =%
Calcoliamo ora le derivate seconde (in modo da trovare 'hessiano): abbiamo che

fm(x,y) = 27 fxy(xay> = )‘7 fyy($7y> = 6y2-

H(z,y) = (i 622)

det(H(z,y)) = 12y° — \°.

L’hessiano e quindi dato da

il suo determinante ¢

e la sua traccia ¢
tr(H(z,y)) = 2 + 6y°.

Osserviamo che la traccia ¢ sempre positiva su tutto R%2. Abbiamo che

det(H (z0,90)) = —\?

2
det(H(z1,y1)) = 12 (%) — A2 =2)?

A

2
det(H (z9,y2)) = 12 (—5) — A2 =2)?

Distinguiamo due casi: A = 0 e A > 0. Studiamo il caso A = 0. Abbiamo 'unico punto da
studiare (0,0): I'hessiana li ¢ semidefinita positiva: quindi f puo essere un punto di minimo.
In effetti ¢ un minimo globale visto che f(z,y) = 2® + $y* > 0 se e solo se (z,y) # (0,0). Ci
resta da studiare il caso A > 0. Abbiamo che H(xg, o) non ¢ ne definita positiva ne definita
negativa mentre H(xq,y;) e H(xs, o) sono definite positive. Quindi, se A > 0, (zg,yo) non &
ne un punto di massimo né un punto di minimo mentre (z1,¥;) e (2, y2) sono punti di minimo
almeno locali. Vediamo che sono anche globali. Ricordiamo la disuguaglianza di Young (“con

e”): sea,b>0ep,q>0 tali che zlo + % = 1 abbiamo che

Cio vuol dire che per ¢,d € R si ha



Ma allora per ogni € > 0 “ridefinisco” ¢ = £ e d = €b e otteniamo che

Fissiamo p = 4: segue che ¢ = % e quindi nel nostro caso abbiamo che per ognie > 0e x,y € R
vale

4 1

4 4 4
_5Uy§§m’$|3+16y
ovvero L '
4 4 4
)\:Cyz—)\gm]x\?r —)\Zay
da cui
1 41 | 1 1 Mo 1 At
.2 4 2 4 4,4 4 _ 2 4 4

4
Scegliamo ora ¢ = —L—. Segue che (l — ’\i> > (0 e quindi
& 10011 & 2 4 4

lim  f(z,y) = +o0
|(z,y)|—>+o0

. Ma allora per ogni R > 0 I'insieme
Kr={(z,y) €R*: f(z,y) < R}
¢ chiuso e limitato (quindi f ammette minimo assoluto li). Ma allora per ogni R > 0 si ha

min f = min
i f i /

da cui otteniamo che (z1,41) e (22, y2) sono minimi assoluti. O

Esercizio 2. [I, Esercizio 8.3] Al variare del parametro a € R si consideri f : R*? — R
f(z,y) = 2° — 9 + 3axy.
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.

Svolgimento. Cerchiamo i punti critici di f: vediamo chi e il gradiente di f:
Vf(z,y) = (32% + 3ay, —3y* + 3az) .

Quindi (z,y) € un punto critico per f se e solo se

> +ay=0 @)
—y? 4+ az =0
Osserviamo che se uno tra x e y allora anche 'altro lo ¢ e soddisfano le equazioni in quindi
(z,y) = (0,0) & un punto critico per f per ogni a € R. Possiamo quindi supporre x # 0 # y.
Osserviamo inoltre che se « = 0 'unico punto critico & (0,0) quindi possiamo supporre a # 0.
Dalla prima equazione otteniamo

y=——.
(0]



Sostituendo nella seconda equazione otteniamo

ovvero

e visto che z # 0 e a # 0 possiamo scrivere
—2°+a®=0
da cui otteniamo la soluzione
T, = Q.
Troviamo la corrispondente “ordinata” come

a2

yp=-—=-a
«

Abbiamo quindi i punti critici
(xl)? yO) = (07 O)a (xla yl) = (O{, —O{)

dove a € R. I corrispondenti valori di f sono

f(zo,0) =0,  f(x1,3) = —a®.

Troviamo le derivate seconde:

fxx(xay) = 6];’ fxy = 36(, fyy = _Gy-
L’hessiano e quindi dato da
6r 3o
H(l’,y) - ( 3a —6y )

il suo determinante e
det(H (z,y)) = —36xy — 9a® = —9(4zy + o?).

e la sua traccia e
tr(H(z,y)) = 6z — 6y = 6(z — y).

Abbiamo
det(H (z0,90)) = =92, tr(H (0, v0)) =0

det(H (x1,y1)) = 27a®,  tr(H(z1,1y1)) = 120

Discutiamo prima il caso a = 0. In (0, 0) sia traccia che determinante sono nulli. Osserviamo
che g1(x) = f(z,0) e ga(y) = f(0,y) sono crescenti quindi (0,0) ¢ un punto di sella. Vediamo
ora il caso @ # 0. In (xg, yo) abbiamo che il determinante & negativo e la traccia ¢ nulla quindi
I'hessiana non ¢ ne definita positiva ne definita negativa: cio ci dice che (0,0) & un punto di
sella. Distinguiamo ora ulteriormente due casi: @ > 0 e a < 0. Nel primo caso in (z1,y;) sia il
determinante che la traccia sono positivi quindi (x1,y;) € un punto di minimo (almeno) locale.
Vediamo che non e globale perche
lim f(0,y) = —oc.

Yy——+00



Se invece o < 0 il determinante & positivo e la traccia & negativa: cio ci dice che (z1,y;) € un
punto di massimo (almeno) locale. Vediamo che non ¢ globale perche

lim f(z,0) = +o0.

T—00

O

Esercizio 3. [I], Esercizio 8.4] Siano 8 > 0 un parametro, K = {(x,y) € R?* : 2% +¢* < 1} il
disco chiuso ed f : K — R la funzione

fla,y) = (2° +y*)* = Bay.
i) Calcolare tutti i punti crtici di f interni a K.
ii) Calcolare tutti i punti di minimo assoluto di f in K.

Svolgimento. i) (z,y) ¢ un punto critico per f su R? se Vf(z,y) = (0,0). Calcoliamo il
gradiente.
Vi(z,y) = (42 + day® — By, 4y° + 42’y — Br).

Otteniamo il sistema di equazioni

4a3 + day? — Py =0
43 + dx*y — Br =0

Sommando le due equazioni otteniamo

42 + o) +doy(y +2) — Bly +2) =0

ovvero
Az +y)(a® —zy+y°) + (z+y)(day — B) =0
1.e.
(x +y)(40® — 4wy + 4y° + day — §) = 0
cioe

(z+y)4a® +4y° = 5) =0

Da cui otteniamo che o x +y = 0 oppure 422 +4y*> — 3 = 0. Se x = —y allora dalla prima
equazione otteniamo
82° + Bz =0

Da cui otteniamo l'unica soluzione xzy = 0 (visto che § > 0) e quindi il corrispondente
punto critico (xg, o) = (0,0). Se invece 42 + 4y? = 3 sostituendo nella prima equazione

troviamo
42° 4 day® — (42 + 4y*)y = 0
OVVero
A3 4+ dzy? — 42y — 4y> =0
ie.

-y +yz—y =0= @+’ )z —y) =0

e cio ci impone z = y. Sostituendo nuovamente nella prima equazione otteniamo

823 — pr =0



da cui, oltre alla soluzione (0,0), troviamo

113'1:\/? Lo = —
87

e quindi le corrispondenti soluzioni

(@1, 91) = (\/g, \/g) ;o (ma,y0) = (_\/?_\/g>

Queste soluzioni appartegono a K se e solo se

(i g) +<i\/§> <l=p<4.

Ricapitolando: per ogni g > 0 f ammette su K l'origine come punto critico; inoltre, se
p < 4, allora ammette anche gli altri due punti critici (z1,y1) e (x2,y2).

0|

Vediamo quanto vale f nei tre punti che abbiamo trovato prima:

f(Io,yo) =0
2

fla1,11) = f(x2,42) = —f—6 < 0.

Distinguiamo tre casi: 0 < < 4, =4, 8 > 4.
Caso 0 < B < 2: Mostriamo che gli unici due punti di minimo assoluto su K sono (1, y1)
e (r2,y2). Passiamo f in coordinate polari:

f(p,0) = p* — Bp® cos(6) sin(6).
Non ¢ difficile vedere che si ha cos(6) sin(f) < 5. Abbiamo quindi che
F(p.0) = p* = Bp* cos(6) sin(6) > p* — 7

Studiamo la funzione (per ¢ > 0)

studiando la derivata abbiamo che essa ha un minimo in ¢t = \/g quindi
s B> BB 3
> — = — - —— = ——
ﬂpﬁ)—g( 1) 16 24 16

Se mostriamo che f sul bordo di K ha un valore maggiore di quello raggiunto in (z1,y;) e
(72,y2) possiamo concludere che se 0 < § < 4 allora f ammette due soli minimi assoluti
(x1,11) e (z2,y2) su K. Ma questo e vero perche

f(1,0) =1— Bcos(f)sin(d) > 1 — g
Se mostriamo che, per 0 < 3 < 4, si ha che
g 3
12 2
27 16

6



allora abbiamo concluso. Ma cio ¢ vero visto che

16—-86+3>0s (B—4)2>0

Caso B = 4: Qui (z1,y1) = (\%,\/Lﬁ) e (x9,y2) = (—%,—\%) sono sul bordo di K.
Sfruttando quello che abbiamo visto prima abbiamo

f(1,0) =1 —4cos(f)sin(f) > —1.

e l'uguaglianza vale se e solo se § = 7 oppure ¢ = %” ovvero quando ritroviamo (xy, ;) =
(\/Li, \/Li) e '<ZL’2,‘ yg) = (—\%, _\/Li) Quindi anche in questo caso ci sono solo quei due punti
che sono di minimo assoluto.

Caso > 4: Qui 'unico punto critico & (0,0) quindi ci resta da verificare cosa accade sul
bordo di K: abbiamo

f(1,0) =1— Bcos()sin(d) > 1 — g
con uguaglianza se e solo se § = T oppure 6 = 2*. Ovvero nei punti (z1,y1) = (\/Li’ \/Lﬁ)
e (x9,y2) = (_\/LE’ —\%) Lo studio della funzione ¢ in uno dei casi precedenti ci fa

concludere che questi due punti sono gli unici punti di minimo assoluti su K.

[]

Esercizio 4. [I, Esercizio 8.6] In dipendenza dal parametro a € R, si consideri la funzione
f:RZ=R
f(x,y) =" +2° + axy + y*.

1. Determinare tutti i valori di « tali che f sia convessa su tutto R2.
2. Per ciascun « € [—2, 2] discutere esistenza e unicita di punti di minimo di f.

Svolgimento. 1. Usiamo la caratterizzazione di convessita data da [2, Teorema 6.12.7]: ovve-
ro vogliamo vedere per quali « la funzione ha hessiana semidefinita positiva. Calcoliamo
le derivate prime e seconde:

fe(z,y) ="V + 20 +ay, fy(z,y) ="+ ar+2y

Fro@y) = e 42, fua,y) =Vt a, fylay) =V 42

L’Hessiana e quindi data da

€x+y+2 e””"'y—i-Oé
Hf($7y): ( Y 4o ety 49 :

Calcoliamo determinante e traccia.
det(H f(z,y)) = (" +2)% — ("1 + )? = > 44 4 47TV — 2@ _ o2 _ 206" =

= (4 —2a)e" +4 — o?
tr(Hf(z,y)) = 2" +4

La traccia ¢ sempre positiva: vediamo per quale a € R si ha che det(H f(x,y)) > 0 per
ogni (z,y) € R% Definiamo la funzione

g(t) = (4 —2a)e' +4—a?

7



Distinguiamo tre casi: o > 2, a« <2 e a = 2. Se a > 2 allora
g0)=4—-2a+4—-a*=8-20—-a’<8—-4—-4=0

quindi se a > 2 la funzione non puo essere convessa. Se o = 2 allora (g e quindi) il
determinante e identicamente nullo quindi I'hessiano e semidefinito positivo e la funzione
f & convessa. Ci rimane da vedere il caso in cui @ < 2. Studiamo la derivata ¢'(t) =
(4 — 2a)e’: essa per oo < 2 & sempre positiva quindi g € crescente su R. Studiamo

lim g(t) =4—a®

t——o0

Se vogliamo che la funzione sia convessa allora ci basta richiedere che 4 —a? > 0. Ovvero
che —2 < a < 2. In conclusione f ¢ convessa se e solo se —2 < a < 2.

. Usiamo [2, Osservazione 6.12.8]. Se troviamo dei punti critici allora questi sono dei minimi
globali. Abbiamo gia calcolato il gradiente di f:

Vf(z,y) = (" + 2z + ay, e + ax + 2y)

cio ci impone il sistema
eV + 22+ ay =0
etV 4 ar+2y =0

Sottraendo membro a membro otteniamo
2-—a)x+(a—2)y=0=>2—-a)(x—y)=0

da cui otteniamo o = 2 oppure x = y. Se o = 2 allora sommando membro a membro le
due equazioni otteniamo

26" 42 +y)+ 2w +y) =0=e""+2(x+y) =0

Consideriamo la funzione g(t) = e’ + 2t. La sua derivata & sempre positiva quindi g &
crescente. Ma allora visto che lim;_,_, g(f) = —o0 e lim;_,, », g(t) = +00 abbiamo che g
ammette esattamente uno zero che chiameremo ¢. Ma allora l'insieme

{(z,y) eR* :x+y=1}

¢ un insieme in cui ogni punto al suo interno € un punto di minimo assoluto per f. Se
invece abbiamo x = y sostituendo nella prima equazione otteniamo

e+ 2+a)r=0

Consideriamo la funzione h(t) = e* + (2 4+ a)t. La sua derivata ¢ h'(t) = e* + 2+ a. Se
a > —2 allora questa ¢ sempre positiva e quindi A ¢ sempre crescente. Ragionando come
prima osserviamo che esiste un unica soluzione ¢. Quindi se —2 < o < 2 f ammette un
unico minimo globale dato da (z,y) = (¢,t). Ci resta da studiare il caso & = —2. Ma
allora dovremmo risolvere I’equazione

e* =0

il che e impossibile.
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