Esercizi visti 11 14 novembre

A cura di Marco Di Marco

Esercizio 1. [I, Esercizio 7.2] Sia f : A > R, A = {(z,y) € R? : 2% + y* < 1}, la funzione

_ Jzy(—In(z* + y2)2 se 0 < 22492 < 1,
foy) = {0 se (z,y) = (0,0).

i) Stabilire se f € C'(A).
ii) Provare che esistono f,,, f,, € C(A).
iii) Stabilire se f € C?(A).

Svolgimento. 1) E chiaro che f € C=(A\ {(0,0)}). Vediamo che f € C(A) mostrando che
lim ;) 0,0) f(2,7) = f(0,0) = 0. Passando in coordinate polari abbiamo

1

(= In(p*))?

—0
7200

NG

p* cos(6) sin(0)(— In(p*)) 21p*v/|1n(p)|

Vediamo se esistono le derivate parziali: per (z,y) # (0,0) possiamo con un conto “facile”
trovarci le derivate parziali che sono

r((2® +y*) In(z® + %) +v°)
(22 +9%)y/ = In(a? + y?)

(@ 4y In(a® +y?) + 2°)

folz,y) = (22 + y2)\/— In(2? + 32

3 fy('x?y):_

Vediamo che queste derivate sono continue anche in (0, 0). Calcoliamo lim ;) (0,0) f2 (%, y).
Passando in coordinate polari abbiamo

psin(6) (p* In(p®) + p* 0082(9))

[ In(p?)| ‘\/_\/Iln

Quindi lim, y)—(0,0) fz(2,y) = 0 Allo stesso modo lim, y)—(0,0) fy(2,y) = 0. Calcoliamo

2p In(p
| ln

p—0

\

lim f(h,0) — f(0,0) imO_O i f(0,h) — £(0,0) T 0-0

h—0 h a h—0 h h—0 h h—0 h

Quindi le derivate parziali del primo ordine sono continue su A e, in definitiva, f € C'(A).
ii) Anche qui fuori da (0,0) tutto va bene. Abbiamo che (con un conto “semplice”)

zy(e® — (2% + 3y%) In(2” + y*)) Cay(y? — (v + 32%) In(2? + y?))

v\ Y) = = o x,y) =
e @@ gt o Y (22 + 12)2(— In(a? + 42))}
Calcoliamo

lim f=(7,0) — £(0,0) —lmuzo, limf (0,7) — £,(0,0) = lim =0 =0

h=0 h =0 h h—0 h TR



Facendo come prima passando in coordinate polari otteniamo

p? sin(6) cos(6)(p? cos?(0) — (p* cos?(6) + 3p*sin?(F)) In(p?)) ‘
(= n(p?))>

sin(6) cos(6) (cos?(0) — (cos?(8) + 3sin(6)) In(p?)) ' . '
|(

In(p?)
(—In(p?))?

p—0

-+1000 > 0

3

(~In(p2)}

Lo stesso vale per f,,: cio ci dice che fi,, f,, € C(A).

3

—In(p?))2

iii) Vediamo che f ¢ C*(A) studiamo f,,. Abbiamo che lontano da (0,0) si ha

Fro(z,y) = —2%y? — (22 +y»)? In® (2 + 1?) — (z* + y*) In(2? + 3?)
yz\ L, Y (ZE2 +y2)2<_ 111([)32 _|_y2))%

Vediamo che questa funzione non puo essere estesa con continuita in (0, 0): prendiamo la
traiettoria y = x: abbiamo che

. —z* — (20%)?1n*(22?) — (22%) In(22%) . —1—4In*(22?%) — 2In(22?)
im = lim
20 (222)2(— In(222))3 20 4(—In(222)):
Poniamo ora t = —In(2z?): se x — 0 allora t — +00: studiamo quindi il limite
.=l -4t 2t
lim ——— = -
t—-+o0 42

Quindi f,, non puo essere estesa in continuita in (0,0): segue che f & C?(A).

]
Esercizio 2. [I, Esercizio 7.5] Sia f : R?* — R la funzione
fo.y) Z sin(nx) cos(ny) (2,9) € R?
x,y) = x :
Y y et n2n ) ) y
Stabilire se esiste una costante § > 0 tale che se |z| < ¢ e |y| < J allora si abbia f(x,y) > =.
Svolgimento. Abbiamo che
| sin(nx)|
< L St |
fay)l <) —on
n>1
Ci restringiamo ora al caso in cui > 0. Li abbiamo che sin(nz) < nx. Segue che
£ )|<Z\sin(nx)| <Z nx 1
x —_— — =)y — =z
W= n2n n2n 2
n>1 n>1 n>1
Ricapitolando se x > 0 si ha che
(2, y)| < .
Ma allora cio implica che se x > 0 allora
fz,y) <.
Quindi non possiamo mai avere un ¢ come nel testo dell’esercizio. O]



Esercizio 3. [3| Esercizio di pagina 65] Sia f > 0 un parametro e si consideri la funzione
f:R? =R

|z ]y]
Fla) = § e 77

0sex=0.

Calcolare tutti i g > 0 tali che:

il

v

i) f sia continua in 0 € R

)
1)
)
)

ii) f sia continua su tutto R2.

f abbia tutte le derivate direzionali in 0 € R2.

f sia differenziabile in 0 € R2.

Svolgimento. i) Abbiamo (siccome — v — \/]y]) che

ii)

iii)

|w\+\/|7 N

[27]y]
|z |+j__| il

e se > 0 questo tende sempre a 0 per (z,y) — (0,0). In conclusione f & continua in
0 € R? per ogni 8 > 0.

Dalla definizione di f si vede che f € C®(R?\ {x = 0}) per ogni 3 > 0. Vediamo per
quali # & continua ovunque. Osserviamo dal punto precedente che se 5 > 0 allora per
(x,y) — (0,7) si ha che f(z,y) tende a 0. Ci resta da capire cosa accade per § = 0.
Vogliamo quindi studiare | ‘

Y

~om) [ + /1yl

Scegliamo la traiettoria (x,y) = (¢ ,y). Studiamo quindi il limite

i 9L
t%O It| + \/_ \/m

Ma se 7 # 0 allora questo non ¢ mai nullo. In definitiva f & continua su tutto R? per ogni

£ > 0.

Fissiamo una direzione R? 3 v = (vy,v3). Dalla definizione di derivata direzionale
studiamo quindi il limite
g(0,0) — lim f(hv, hve) — f(0,0) ~ lim |hoy|Plhog| ‘m |1h|5+1|v1|5|v2| 1
v h—0 h h=0 h(|hvy| + \/\th 0 hih|2 (k]2 |v1] + |v2]2)
(1)

Discutiamo a parte ora il caso in cui v, = 0. Allora abbiamo che

of ) f(hvl,O)_ ) 0_

o 0= T

per ogni S > 0. Possiamo quindi restringerci al caso v # 0. Ripartendo da abbiamo

che o ; ) N
0 h|Pts B+
07 (0,0) = tim 7 pypy _fallval o JorPloa R
v =0 b b0 3oy 4 oos fosE 0 B




Distinguiamo quindi tre casi: 5 > %, g = % e0<pB< % Per g > % e chiaro che questo
limite esiste ed € sempre nullo, indipendentemente dal vettore v scelto. Per 0 < 8 < % e

altrettanto chiaro che questo limite non esiste, ovvero la derivata direzionale non esiste.
1 |A|

Analogamente per 8 = 35 abbiamo che lim;_,o 5 non esiste. In definitiva f ammette

qualsiasi derivata direzionale in 0 € R? se e solo se 3 > %

iv) Usiamo il test della differenziabilita: studiamo il limite

lim f(xay>_f<070)_ <f(0,0),(x,y)>
(2,5)(0.0) ()| '

Dal punto #ii) abbiamo che che dobbiamo restringerci al caso 5 > % e in tal caso
Vf(0,0) = 0. Ci resta da studiare il limite

B
L ey 2%y

@y)—=00) [(T,y)]  @v)—=00) (|z| + /]y[)/22 + 12
Maggiorando come nel punto i) abbiamo
B 1 B 1
|z1°]y] B A T € K U N el LI Gl T LI 2)4+3-3
(el + VDV + 52~ Ve +y? @2y g

Questo tende senz’altro a 0 quando (z,y) — (0,0) se g + ;11
definitiva f ¢ differenziabile in (0,0) se e solo se 3 > 1.

1 1
— 5 >0ovverose > 5. In

]

Esercizio 4. [3| Parte dell’esercizio di pagina 71] Sia o > 0 un parametro e consideriamo la
funzione f : R? - R

Fl.y) = {xf'f';s se (2,4) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0).
Determinare tutti gli a > 0 tali che f sia continua.

Svolgimento. L’unico punto che ci crea problemi e l'origine: vogliamo quindi capire per quali
a > 0 si ha che
lim  f(z.y) = £(0,0) = 0.

(2,4)—(0,0)

Cerchiamo di escludere qualche caso prendendo delle traiettorie specifiche, ad esempio delle
rette (z,y) = (t,mt). Per comodita prendiamo sia m che ¢ positivi. Studiamo quindi il limite
t(mt)~ totme m®*

1- — 1 — 1 a+1-3 1 — a—3 1 a72.
150 t* + (mt)3 150 t3(m3 +t) t1_1>r01t 50 m3 +t mn tl—%t

Se supponiamo che a < 2 abbiamo che questo limite non e nullo: f non puo essere continua;
se @ = 2 abbiamo invece un limite che dipende da m e quindi dalla traiettoria scelta. Se invece
« > 2 allora il limite e nullo quindi f in quel caso puo essere continua. Restringiamoci quindi
al caso a > 2. Abbiamo

1 a 1 a
_ =l @Dadyl)s @ 4yt + Jyl)s
s L w4 [y

wly|®
ot + |y)?

= (2t + Jyl)res .

Se mandiamo (z,y) a (0,0) questa quantitd tende senz’altro a 0 se + + % — 1 > 0 ovvero se
a > % Abbiamo quindi provato che f e continua se o > % > 2. Ci resta da studiare il caso

4



2 < o < 9. Calcoliamo il limite lungo una specifica traiettoria (z,y) = (t,t3). Per comoditd
scegliamo t > 0. Studiamo quindi il limite
s 1
T lim pltie—a
S E e Tt g

Ma se a < % abbiamo per ’esponente di ¢ che

4o 9

1+ ——-4<1+--4<0
3 - 3 -

e questo ci dice che il limite in (2)) non ¢ mai nullo per o < % In definitiva f € continua se e

solo se o > %. O

Riferimenti bibliografici

[1] Roberto Monti, Quaderno degli esercizi settimanali, wversione del 25 settembre
2023, https://stem.elearning.unipd.it/pluginfile.php/628781/mod_resource/
content/1/ANALISI_2_2023-24_Quaderno_Esercizi.pdf

[2] Roberto Monti, Davide Vittone, Appunti del corso, wversione del 25 settembre
2023, https://stem.elearning.unipd.it/pluginfile.php/628780/mod_resource/
content/2/Analisi2A_2023.pdf

[3] Roberto Monti,  Soluzioni manoscritte, https://stem.elearning.unipd.it/
pluginfile.php/628809/mod_resource/content/1/Soluzioni_Esercizi.pdf


https://stem.elearning.unipd.it/pluginfile.php/628781/mod_resource/content/1/ANALISI_2_2023-24_Quaderno_Esercizi.pdf
https://stem.elearning.unipd.it/pluginfile.php/628781/mod_resource/content/1/ANALISI_2_2023-24_Quaderno_Esercizi.pdf
https://stem.elearning.unipd.it/pluginfile.php/628780/mod_resource/content/2/Analisi2A_2023.pdf
https://stem.elearning.unipd.it/pluginfile.php/628780/mod_resource/content/2/Analisi2A_2023.pdf
https://stem.elearning.unipd.it/pluginfile.php/628809/mod_resource/content/1/Soluzioni_Esercizi.pdf
https://stem.elearning.unipd.it/pluginfile.php/628809/mod_resource/content/1/Soluzioni_Esercizi.pdf

