Esercizi visti 11 7 novembre

A cura di Marco Di Marco

Esercizio 1. [I Esercizio 4.2] Sia g € C([0, 1]) una funzione continua fissata

i) Provare che esiste un’unica soluzione y € C([0, 1]) dell’equazione funzionale

o) =3 [ e+ o)

ii) Calcolare la soluzione nel caso g(z) = =.

Svolgimento. 1) Vediamo che I'applicazione ® : C([0, 1]) — C(]0, 1]) definita come

L ["y(t)
P(y(x)) = = 2dt + g(x
) = 3 [ L+ (o
¢ una contrazione.
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® ¢ una contrazione e dunque ammette un unico punto fisso (per il teorema di Banach)
che ¢ la soluzione cercata.

c([0,1])

1

<1 [ Lt~ wlogon = 2~ w
— 3 ; \/E Y1 — Y2llcqo1) = 3 Y1 — Y2(|c(jo,1)

ooy 3

ii) Deriviamo 'equazione e otteniamo

ORI

3V

Questa ¢ una ODE lineare del primo ordine:

Y (@) + a(z)y(z) = b(z)

con

sappiamo che la sua soluzione e

y(z) = e=A® < /0 ' b(s)eA(S)ds)

con



abbiamo che (a meno di costanti)

v 1 2
Ar) = [ -2 gs— =
@)= [ —gopts= =5
quindi
y(x) = - e ds
0
infine 0 3
y(x) =e (5 — ée_QSﬁ(Q\/EJr 3))
OVVero 9 9
y(a) = 5T —3va - 3

Esercizio 2. [I], Esercizio 4.4] Sia a € R e si consideri 'equazione

sin(z) + /09«“ V14 f(t)2dt = af(x), x€]0,1]

i) Provare che per |a| > 1 equazione ha un’unica soluzione f € C*([0,1]).
ii) Provare che per |a| < 1 ’equazione non ha soluzione.

Svolgimento. i) Deriviamo l’equazione funzionale ottenendo

cos(z) + 1+ f'(x)? = af'(z)

Visto che || > 1 in particolare o # 0 quindi possiamo definire il funzionale ® : C([0,1]) —
C([0,1]) definito come

cos(z) + /1 + f(z)?

O(f(x)) =

Vediamo che € una contrazione.

L|Hcos(x)+ 1+ fi(2)? — cos(x) — /1 + fo(2)?||ee =

Hq)<f1> - q’(f2)Hoo =

e
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|l VIt R+V1+f3 N
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1
< —|fi = follo.
al
Quindi se |a] > 1 ¢ ¢ una contrazione e siccome C([0, 1]) € uno spazio metrico completo
® ha esattamente un unico punto fisso. Sia quindi g € C(|0, 1]) tale che ®(g) = ¢g. La
soluzione dell’equazione funzionale e data dalla f definita come

f(z) = /0ﬁt g(t)dt, x€]0,1].



ii) Deriviamo ’equazione ottenendo
cos(z) + /1 + f'(z)? = af'(v) (1)

OVVero
1+ f'(x)? = af'(x) — cos(z)

Eleviamo al quadrato ottenendo
1+ f'(z)? = &*f'(2)* + cos®(x) — 2a cos(z) f' ()

- (@® = 1)f'(x)* = 2accos(z) f'(z) + cos?(x) — 1 =0 (2)

che ¢ un’equazione di secondo grado rispetto a f’(z). Escludiamo prima il caso in cui
a = *1. Se a = 1 '’equazione diventa

—2cos(z)f'(z) + cos*(x) — 1 =0

—2cos(x) f'(x) — sin®*(z) =0
1= 5o

da cui osserviamo che (siccome x € [0, 1]) f’ ¢ sempre negativa. Ma cio ¢ assurdo visto che
nell’equazione abbiamo che il lato sinistro dell’equazione & sempre positivo. Vediamo
il caso a = —1. L’equazione diventa

2 cos(z) f'(z) — sin®(z) = 0

ovvero n2(z)
sin®(x
f'(a) = 5——
2 cos(z)
da cui osserviamo che (siccome x € [0,1]) f’ & sempre positiva. Ma cio ¢ assurdo visto che
nell’equazione abbiamo che il lato sinistro dell’equazione ¢ sempre positivo. Ci resta
da veedere il caso quando |a| < 1. Risolviamo I'equazione ({2)) rispetto a f’(z) ottenendo

_ 20 cos(x) + v/4(a? —sin’(z))  acos(x) £ /(a2 —sin®(x))

— . (3)

f@) 2(a? — 1) a2 —1

Osserviamo ora che f’ non puo avere zeri: supponiamo cisiaun s € [0, 1] tale che f'(s) =0
allora sostituendo in avremimo

cos(s) + /14 f(s)?=af'(s) = cos(s) +1=0

il che ¢ assurdo visto che s € [0,1]. Calcoliamo ora f’(0) con la formula che abbiamo
ricavato in ({3)):

: at|af

0) =

Per comodita distinguiamo ora i due casi 0 < a < le -1 <a < 0. (Il caso a =0 ¢
banale visto che in avremmo qualcosa di positivo al membro di sinistra uguale a 0 a
destra). Se 0 < a < 1 abbiamo che dobbiamo sempre scegliere la soluzione con il + in
() (altrimenti avremmo f’(0) = 0). Ma la soluzione con il + ¢ sempre negativa quindi

3



anche qui otterremo un assurdo in . Ci resta da vedere il caso —1 < o < 0. Qui invece
ci tocca scegliere la soluzione con il — in (3] (altrimenti avremmo f/(0) = 0). Vediamo
che allora in questo caso f’ & sempre positiva (ottenendo anche qui una contraddizione in

([). Visto che a* — 1 < 0 ci resta da mostrare che o cos(z) — y/a? — sin®*(z) < 0 ovvero
che

acos(z) < y/a? —sin?(x)
ma cio e triviale visto che il lato sinistro della disuguaglianza e sempre negativo e il lato
destro & sempre positivo. (Notare che in questo esercizio abbiamo sempre assunto di poter
estrarre la radice in (3)); se non avessimo potuto fare tanto meglio, la soluzione comunque

non sarebbe esistita).

[]

Esercizio 3. [1, Esercizio 5.1] Sia V' = {f € C([0,1]) : f(0) = 0,Lip(f) < 1}. Provare che V ¢
un sottoinsieme compatto di C([0,1]).

Svolgimento. Visto che [0, 1] & uno spazio metrico compatto vogliamo usare il Teorema di Ascoli-
Arzela (vedi [2, Teorema 4.2.2]). In altre parole se mostriamo che V' & chiuso, equilimitato ed
equicontinuo abbiamo concluso. Mostriamo che V' & chiuso. Sia (f,)nen € V' una successione
convergente ad una certa f. Proviamo che f € V. Visto che C([0,1]) & uno spazio metrico

completo abbiamo che f € C([0,1]). Se f, Lmana f segue che per ogni z € [0,1] si ha che

fn(x) 22T F(x) e in particolare per x = 0 si ha 0 = f,(0) "2T%% F(0) da cui segue che

f(0) = 0. Infine abbiamo che Lip(f) < 1 visto che per ogni z,y € [0, 1] si ha
F@) = Fw)l = i _[fule) ~ fulw)] < |z~ ]
Vediamo che V' e equilimitato ovvero che esiste una costante M > 0 tale che
igglLfHoumlniS M

ovvero

sup (max ]f(:v)]) < M.

fev \=€[0,1]

Osserviamo che siccome Lip(f) < 1 segue che per ogni f € V, z,y € [0,1] si ha che
[f(@) = fy)l <z —yl <1
Ma se fissiamo y = 0 otteniamo che per ogni = € [0,1], f € V si ha che
|f(@)| < Ja| <1

ovvero V e equilimitato con costante M = 1. Vediamo che V e equicontinuo ovvero che per
ogni € > () esiste un d > 0 tale che

per ogni x,y € [0,1], |z — y| < § si ha che sup |f(z) — f(y)] < e.
fev

Basta scegliere § = . Infattise f € V, 2,y € [0,1], |z —y| < § = § si ha che

[f() = fW) < e —yl < g <e.



Esercizio 4. [Il, Esercizio 5.6] Sia X = ([0, 1]) munito della sup-norma, e sia k : [0,1]x [0, 1] —
R una funzione continua. Definiamo ’applicazione T : X — X

i)
ii)
iii)

iv)

1
7)) = [ st fex
0
Provare che s — T'(f)(s) € continua su [0, 1].
Provare che T € L(X, X).

Dare condizioni su k affinché 7T sia una contrazione.

Sia K C X limitato. Stabilire se T'(K) & compatto.

Svolgimento. 1) Visto che k ¢ continua abbiamo, per il teorema di Heine-Cantor (vedi [2

ii)

iii)

iv)

Teorema 3.5.6]), che ¢ uniformemente continua sul compatto [0, 1]2. Cid vuol dire che per
ogni € > 0 esiste un § > 0 tale che per ogni (s1,t1), (S2,t2) € [0,1]2, |(s1,11) — (82, t2)] < 0
si ha che

’k(Sl,tl) — k(SQ,t2)| <é€

Fissiamo dunque € > 0. Ma allora segue che esiste un § > 0 tale che per ogni s, s €
[07 1]7 |81 - 82| <4

60 =T < [ s1.0) ~ K DM <= [ 500t < <o

Vediamo che T & lineare: siano f,g € X, a, f € R. Abbiamo per ogni s € [0, 1] che

T(af + Bg)(s) = / k(s, O)(af + Bg)(t)dt =

—a [ ka0t + 5 [ k000 = aT() () + 5T)6)

Vediamo che T ¢ limitato: abbiamo che

I = sup [|ITf]loc = sup sup
Il Il <1 s€[0.1

1
/ k(s 1) (t )dt’ < sup / (s, )]dt < |[Kl]o < +00.
0

s€[0,1]

Visto che per ogni f € X abbiamo || T(f)]lcc < ITI|f]loc < [|Ellooll f]loo segue che T ¢ una
contrazione se ||kl < 1.

Vogliamo rispondere usando il teorema di Ascoli-Arzela. Possiamo applicarlo perche
T(K) € C([0,1]) e [0,1] & uno spazio metrico compatto. Abbiamo che T'(K) & compatto
se e soltanto se ¢ chiuso (e lo ¢ per definizione), equilimitato ed equicontinuo. Vediamo
che ¢ equilimitato. Vogliamo mostrare che esiste una costante M > 0 tale che per ogni
f € T(K) siabbia ||f|lsc < M. Se f € T(K) allora esiste una successione ( f, )neny C T(K)
tale che f, UmaiaN f. Ma allora per ogni n € N esiste una g, € K tale che T(g,) = fa.
Ma allora

. o . o |
1flloe = Tim (1Sl = lm [T(90)le < Tim [T]lgull < [l Tim_lgnla



Ma visto che K & limitato esiste una costante M > 0 tale che per ogni g € K si ha
l9]lec < M e allora segue che

< i < .
1£lloo < lklloc lim flgnlloc < |[Klloo

Vediamo che ¢ anche equicontinuo e quindi, in definitiva, compatto. Vogliamo mostrare
che per ogni € > 0 esiste un ¢ > 0 tale che per ogni x,y € [0, 1], |z — y| < § si ha che

sup | f() = fy)| < =.

FeT(K)

n—-+4o0o

Se f € T(K) allora esiste una successione (f,)neny € T(K) tale che f,, —— f. Ma
allora per ogni n € N esiste una g, € K tale che T(g,) = f,. Ma allora segue che

[f(z) = f(y)l = Tim |T(gn)(x) = T(gn)(y)|

n—-+o00

Ma possiamo fare come abbiamo fatto nel punto ) e quindi abbiamo che per ogni £ > 0
esiste un 0 > 0 (che dipende unicamente dalla k fissata e non dalla scelta di f) tale che
se |x —y| < ¢ allora si ha

[f(x) = f(y)l = Tim [T(gn)(x) = T(gn)(y)| < lim ellgnfloc < Me.

n—-+o00 n—-+o00

dove M ¢ la stessa costante di prima. La tesi segue dall’arbitrarieta di €.
O

Esercizio 5. [I], Esercizio 6.4] Calcolare tutti gli m,n € N tali che la funzione f : R? — R cosi

definita:
- {5

Oseax?+9>=0
1) abbia tutte le derivate direzionali in 0 € R?;

2) sia differenziabile in 0 € R?.

Svolgimento. 1) Sia v = (v;,v9) € R% Abbiamo che se esiste la derivata direzionale di f in
(0,0) in direzione v ¢ data da
of . f(hvy, hvy) — £(0,0) . N L ) S,
gy (0:0) = lim h = T T R2d) o R h

Escludiamo preliminarmente il caso in cui v = (0,0): in questo caso per ogni m,n € N

abbiamo
of

5:(0.0)=0.

Vediamo invece cosa accade per v # (0,0). In questo caso abbiamo che

o Osem+n—-3>0
) : m-—+n— vitvy"
(O,O):U%_I_U%}llli%hJr = wrr sem+n—3=0
diverge se m +n — 3 < 0.

of
ov

In definitiva il limite esiste ed ¢ finito se e solo se m +n > 3.



2) Se f e differenziabile allora
of
— —(0,0) = df (0,0
v = 20,0 = dr(0,0)(0)
deve essere lineare. Ma se m + n = 3 abbiamo visto che questo non e il caso. Ci resta
da vedere il caso m +n > 3. Usiamo il test della differenziabilita (vedi [2, Osservazione

6.4.7]). (Osserviamo intanto che V f(0,0) = (0,0)). Calcoliamo

. f(x,y) — £(0,0) — (V£(0,0), (x,y) — (0,0))| . e
lim = lim T | =
(2,)—(0,0) [(z,y) — (0,0)] (@)—(00) | /22 1 ¢
. xmyn
= lim — .
(a:,y)—>(0,0) (IQ —|'— y2)§
Osserviamo ora che
2" = (27)% < (2" +y7)*2
e che
ly|" = (yQ)E < (SC2 + y2)§
da cui segue
M m 2 2\ 2 2\
N B e
(y)=(0,0) | (22 + y?)2 (z,y)—(0,0) (22 +y2)2 (@)= (0,0)
Ma visto che m +mn — 3 > 0 segue che il limite ¢ 0. In definitiva f & differenziabile in
O

(0,0) se e solo se m +n > 3.

Esercizio 6. [I, Esercizio 6.5] Sia f : R? — R la funzione
$2 6
oy = [ e e £ 00
’ 0 se (z,y) = (0,0)

1) Provare che f ¢ continua su R

2) Stabilire se f e differenziabile in (0, 0).
Svolgimento. 1) f & liscia per definizione fuori dall origine quindi ci basta verificare che

lim ) —0,0) f(z,y) = f(0,0) = 0. Abbiamo che

2 6 2 6
.’,UQyﬁ _ (xﬁ)c(yg)s (1‘6 + y8>6<gj‘6 + ys)s _ (xﬁ n y8)%+g_1 _ (xG n ys)%?
.1'6—|—y8 $6+y8 $6+y8

da cui & chiaro che il limite per (z,y) — (0,0) e 0.
2) Usiamo il criterio di differenziabilita. Sugli assi f & identicamente nulla quindi abbiamo
anche V £(0,0) = (0,0) e ci resta da verificare che
flzy)

(2.9)—00) |(z,y)]

Studiamo quindi
22y
NG

7




prendiamo la traiettoria (z,y) = (¢,¢1) per ¢ > 0. Abbiamo

NI
=

243 2+5-6 t t £50

S+ W+t 9 fi3d 41y 22ATVEE+1 2V +1

da cui f non ¢ differenziabile in (0,0).

O

Esercizio 7. [I, Esercizio 6.7, Formula di Eulero] Una funzione f : R™ \ {0} — R si dice
(positivamente) omogenea di grado o € R se f(tx) = t*f(x) per ogni z # 0 e t > 0. Provare
che se f € C'(R™\ {0}) ¢ omogenea di grado « allora le sue derivate parziali sono omogenee di
grado v — 1. Verificare inoltre che, per x # 0

(Vf(z),z) = af(z).

Svolgimento. Sia f una funzione positivamente omogenea di grado . Abbiamo che per ogni
x#0,t>0

fte+hé) = flte) _ 10f (v +§6) —t°f(x) _

0, f(tz) = lim . = lim : =
he) — he) —
={*lim lf (x ha tel) /(@) =t*"1 lim f (x hi tel) /(@) =110, f ().
h—=0 t h/t (h/t)—0 hjt Z

Fissiamo x € R™ \ {0} e defininiamo la funzione g : (0, +00) — R come

g(t) = f(tx) —t°f(x).

Siccome f & omogeneo abbiamo che g e identicamente nulla e lo stesso dicasi per la sua derivata
¢'. Deriviamo rispetto a t ottenendo

0=g'(t) = Op f(tr)r; — ot f(2).

Scegliendo t = 1 otteniamo
0= Z@xf(x)xl —af(x).
i=1

ovvero

(Vf(z),z) = af(z).
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