Analisi Matematica 2 - A

Nome: : Appello scritto del 29 Gennaio 2013

Esercizio 1 (10 punti) Si consideri il Problema di Cauchy

{y’=ly|+w
y(0) =0,

dove y & la funzione incognita ed z & la sua variabile.

1) Provare che esiste un’unica sbl'uzione € C*(R) del problema e studiarne la monotonia.
Y

2) Calcolare la soluzione.

Esercizio 2 (10 punti) Si consideri la successione di funzioni f, = g,hn, n € N, dove

R 1 :
gn(z) = arctg(nz) e ho(z)= 4/22+ - TE R.

1) Calcolare il limite puntuale

f(z) = lim f,(z), z€R.

n—co
2) Studiare la convergenza uniforme delle stccessioni (g, )nen € (fin)nen.

3) Provare che la successione (f,)nen converge uniformemente su R.

Esercizio 3 (10 punti) Siano f,g : R? — R funzioni tali che f(0) = g(0) = 0 e, per
z* +y? #0, |
ly|* ), (o) - zly|?

x4+y2 —$2+y4,

f(z,y) = zsin (
dove @ > 0 e f > 0 sono parametri.
‘1) Calcolare tutti gli a tali che f sia differenziabile in 0 € R2,

2) Calcolare tutti i j tali che g sia differenziabile in 0 € R2.

3) (Facoltativo) Calcolare tutti i v > 0 tali che

] & (Ll
lim : sin ( > ) =0.
(z)—(0,0) /22 + yz 2 + yq

Tempo a disposizione: 2.30 ore.




Analisi Matematica 2 - A

Soluzione Appello scritto del 29 Gennaio 2013

Esercizio 1 (10 punti) Si consideri il Problema di Cauchy

{y’=|y|+$
y(0) =0,

dove y ¢ la funzione incognita ed z & la sua variabile.

1) Provare che esiste un’unica soluzione y € C*(R) del problema e studiarne la monotonia.

2) Calcolare la soluzione.

Soluzione. 1) La funzione f : R* = R, f(z,y) = |y|+z, & continua e verifica la condizione
di Lipschitz | f(z, y1)— f(z,y2)| = ||y1|—|y2|| < |y1 —ya| per ogni y1,y2 € R. Per il Teorema
di esistenza e unicita locale esiste unica la soluzione y € C*(—4,6) del Problema di Cauchy,
per qualche § > 0.

Fissato M > 0, per ogni |z| < M si ha
[f@, )l <lyl+ |zl < |y[+ M, yeR,

e dunque f verifica le ipotesi del teorema, di esistenza globale della soluzione. Dunque la
soluzione massimale del Problema di Cauchy & definita su tutto R.

La disequazione f(z,y) > 0 & verificata se e solo se z > —|y|. Dunque, nella regione
C = {(z,y) € R?: 2 > —|y|} la soluzione y & crescente. Siccome (z,y(z)) € C per z > 0,
deduciamno chie la suluzivne y & creseente su tutby 1o semleetty [0, 00). Slecowme y(0) = 0
e y'(0) = 0, si ha (z,y(z)) € D = {(z,y) € R? : f(z,y) < 0} per ogni z € (—4,0); per
qualche § > 0. Infatti, essendo y € C*(R), si ha lo sviluppo y(z) = y(0) + ¥/ (0)z + o(z) =
o(z) per £ — 0 e quindi |y(z)| < |z| per z € (—4,0). Affermiamo che in realta (z,y(z)) € D
per ogni z < 0. Se, infatti, per assurdo fosse f(Z,y(Z)) = 0 per qualche Z < 0, allora si
avrebbe /() = 0 e y/(z) > 0 per z > T e quindi y sarebbe strettamente crescente per
z > Z. Questo non & compatibile con y(0) = 0.

La conclusione & che y & decrescente su (—oo, 0] ed & crescente su [0, 00). Siccome y(0) =0
deduciamo che y(z) > 0 per ogni z € R.

2) Essendo y > 0, dobbiamo risolvere il Problema di Cauchy

{y’=y+:v
y(0) =0,




L’equazione differenziale & lineare dél primo ordine. L’integrale generale dell’equazione
omogenea y' = y & y(z) = Ce®. Con la variazione della costante C = C(z) si trova
I'equazione C'(z) = ze™, e dunque dopo un’integrazione per parti si trova C(z) = Cy —
(z +1)e™®, dove Cy € R & una costante. La soluzione generale dell’equazione differenziale

\

&
y(z) = Coe® — (z+1), zeR,

ed imponendo la condizione iniziale y(0) = 0 si determina Cy = 1. Osserviamo che la
soluzione y(z) = €®* — (z+ 1), z € R, & effettivamente sempre positiva: e > = + 1 per ogni
z € R, essendo la funzione esponenziale convessa ed z + 1 la sua retta tangente in z = 0.

Esercizio 2 (10 punti) Si consideri la successione di funzioni f, = gnhn, n € N, dove

: 1
gn(x) = arctg(nz) e  hu(z)= /2% + ~ € R.

1) Calcolare il limite puntuale

f(z) = lim f.(z), z€R.

n—00

2) Studiare la convergenza uniforme delle successioni (g, )nen € (hn)nen-

3) Provare che la successione (f,)nen converge uniformemente su R.

Soluzione. 1) Osserviamo che

; =i i a2 1_ R
nh_}r{.loarctg(nx)— 2sgn(av), nl-l—>ngo 5 +n lz|, ze€R,

= T}ergo fn(z) = gcv, z € R.

\/T
S —
n

e quindi

2) Chiaramente, per ogni z € R si ha

!:c2+l—|:c| " 1/n
no Vzi+1/n+ |z|

e quindi c¢’¢ la convergenza uniforme
1
V2 + — — x|
n

Inoltre, fissato & > 0, dalle proprieta elementari di monotonia della funzione arcotangente
segue che per ogni |x]'= & si ha

lim sup — (0}

n—00 z€R

larctg(nz) — 7/2| < 7/2 — arctg(nd),




e quindi
lim sup |arctg(nz) — 7/2| = 0.

n—00 |’B|>5

- La successione (g, )nen non converge uniformemente in alcun intorno di z = 0 in quanto il
suo limite puntuale & una funzione discontinua in z = 0.

3) Intanto osserviamo che, dette g ed h le funzioni limite di (gn)nen €d (hp)nen, abbiamo
|fn (@) = F(@)] < |9n(2)hn(z) — g (@)2(2)] + |gn()h(z) — g(z)h(Z)],

e dunque fissati 0 < § < M < oo si ha

D |fa(z) = f@)] < 5 sup |ha(e) = h(a)| + sup |oga(a) — 2g(a)
0<z<M - 0<z<M §<e<M

_2\/_+M oy lgn(z) — g(z)|,

e quindi si ha convergenza uniforme su ogni intervallo [4, M], per i fatti stabiliti al punto
precedente. La stima del primo pezzo ¢ indipendente da & ed M.

Per migliorare la stima precedente si pud argomentare nel seguente modo. Questa & la
parte difficile del compito. E sufficiente mostrare la convergenza uniforme per z > 0.
Precisamente, affermiamo che

: 1
lim sup |4/z2 + —arctg(nz) — Em‘ = 0.
n—00 £5q n 2

Dalla proprieta della funzione arcotangente

1
arctg(t) + arctg (Z> =—, t>0,

\/2? + lach’c (nz) = 4/ 22 + l(ZT— — arct (i))
noTe i n\2 S\nz/ )
Dal punto 2) sappiamo che
1\
1Ix2+——x’ =0.
n

D’altra parte, usando arctg(t) <t per ¢t > 0, si ha per ogni z > 0

1#x2+larct(1><(m—|— 1)arct(1><l—|—L
no e\ ng) = N S\nz) = 7w 2¢/n’
: ] 1
lim sup 4/a* + —~arctg(—) — {0}
n=00 450 n nz

N

si ottiene

lim sup
n—rco >0

e dunque



Eserc1z1o 3 (10 punti) Siano f,g : R? — R funzioni tah che f(0) = g(0) = 0 e, per
2 +y? #£0; s

|

. 2y le B
o) =ssin (GH2),  gto) = FU
dove @ > 0 ¢ 8 > 0 sono parametri.

1) Calcolare tutti gli o tali che f sia differenziabile in 0 € R?.

2) Calcolare tutti i B tali che g sia differenziabile in 0 € R2.

3) (Facoltativo) Calcolare tutti i~y > 0 tali che

lim :
(@)—(0,0) /22 + 92

Soluzione. Le derivate parziali di f e g in 0 sono
f2(0) = £,(0) =0, ¢5(0) = g,(0) =0.

1) Dobbiamo. determinare tutti gli o > 0 tali che

s (= [yl® ;) =o. ()
(w,y)—>(0 0) \/:I:Z—i—y pf s .

Usando la disuguaglianza | sin(t)| < |¢| si ottiene

ly|*
zt oy

,a—Z'

<ly

m (23

v sin ( 1Y )
VErg G
Dunque, per confronto, quando o > 2 il limite (x)&0ela funz1one f & differenziabile in 0.
‘Supponiamo ora che @ € 2. Con la scelta z =y > 0 si trova

af sm( lyl® ) L sin( i ) = p(z)
N At) T B \gtl) T A
€, per a < 2, ¢(z) non tende a 0 per z — 0F. Quindi, per a < 2 la funzione f non &

differenziabile in 0.

2) Dobbiamo determinare tutti i 8 >0 tali che

|9’|fJ v — (**)

lim
(=)= UO) a2 J

Maggioriamo la funzione nel seguente modo:

zlyl® - lallylf?
/22 + y2(z2 + y4) | ~ o2+ 9f




Con la sostituzione y? = z prima e con le coordinate polari z = r cos(9) e z = rsin("9) poi,
si trova

]y e Pl e C1)/2-1| o a)(B-1)/2
(2l 1 BN 7 iy p(B-1/2-1 i g9)(B-D/2
(zy)—=(00) T2+ y* (2,200 T2+ 22 i : |eta ]

e quando 8 > 3 l'ultimo limite & 0 (uniformemente in ). Dunque, per S > 3 la funzione
g ¢ differenziabile in 0.
Supponiamo ora che sia 8 < 3. Esaminiamo il limite (**) con la restrizione z = y? ed
y > 0. Avremo

zly|? R

VETP@ ) R

e quando # < 3 l'ultima funzione non converge a 0 per y — 0*. Quindi per 8 < 3 la
funzione g non & differenziabile in 0.

3) Dalla discussione del punto 2) e dalla maggiorazione

B s ( lyl ) g |z]y|”
Va2 +y? T2y | T 22+ P (2 + )

si deduce che il limite (L) & 0 per v > 3. Vogliamo mostrare che in realtd il limite & 0 se e
solo se v > 2.

Fissiamo un numero 0 < ¢ < 1 da determinare in seguito in dipendenza da v > 2.
Prendiamo un punto (z,y) € R? in un intorno dell’origine e distinguiamo due casi: i)
|z < Jy|*+e; ii) |z| > |y|**e. Fissiamo e > 0. Nel caso i) abbiamo la stima

d sin( " ) < = <|yl”<e
Vaty? NPy T R T

se e solo se |y| < €¥/¢. Nel caso ii) abbiamo z? > |y|2(1+9) ¢ quindi

"qu |ylr>J | y—2(1+0)
= 2 +y4 s |y]2(1—i—o’) — |y| =z

geol . ( lyl” )
— sin
/x2 + y2 ;1;2 _|_ y4
se e solo |y| < e¥/*, dove si ha A = v — 2(1 + o) > 0 su scelta opportuna di
: Y
U2 = 1).
g e ( 7

Questa scelta & possibile perche 4 > 2. Cid prova che il limite (L) & 0 quando v > 2.

Per v < 2 il limite non & 0. Per provare questo fatto basta esaminare il limite (L) con la
restrizione x = y.




Analisi Matematica 2 - A

Nome: Appello scritto del 18 Febbraio 2013

Esercizio 1 (10 punti) Studiare la convergenza uniforme della successione di funzioni

| fal@)=2"z(1— ¥/]z])", z€R, neN.

Esercizio 2 (10 punti) Sia g € C(R) una funzione continua fissata. Provare che
T’equagione funzionale

(1+z*)p(z) + zsin (p(z)) = g(z), = €R,

ha un’unica soluzione continua ¢ € C(R). Assumendo che g € C*(R), provare che ¢ €
C'(R). '

Esercizio 3 (10 punti) Si consideri il Problema di Cauchy

1
T+y
= 1l

L y.’ =
y(0)

dove y ¢ la funzione incognita ed z & la sua variabile.

1) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale, che & crescente e concava. Trat-
tegiarne il grafico. : )

2) Sia (a,b) C R lintervallo di definizione della soluzmne massimale. Provare che b =
e chea > —1/2,

3) Calcolare il limite

4) (facoltativo) Calcolare il valore di a.

Terﬁpo a disposizione: 2.30 ore.
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Analisi Matematica 2 - A

Nome: Appello scritto del 5 Luglio 2013

Esercizio 1 (10 punti) Sia a > 0 un parametro fissato e si consideri la funzione f : R* — R
definita nel seguente modo

fa,1) = { [y[* sin (§'> y#0,
0 y=0.
Calcolare tutti gli o > 0 tali che:
i) f sia differenziabile su tutto R?;
ii) le derivate parziali di f siano continue nel punto 0 € R2.

iii) f sia di classe C1(R?).

Esercizio 2 (10 punti) Si consideri il Problema di Cauchy
{ y/ — yz + xZ -1
y(0) =0,

dove y & la funzione incognita ed z & la sua variabile.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale.

ii}) Discutere eventuali simmetrie della soluzione.

)
)

ili) Studiare qualitativamente la monotonia delle soluzione Y.
)

iv) Sia (—=b,b) C R, con 0 < b < oo, I'intervallo di definizione della soluzione massimale.
Provare che b < oo.

v) (facoltativo) Provare che b > +/3/2.

Esercizio 3 (10 punti) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della seguente serie
di funzioni:

Zl-}-'nr >0
1+ n?

n=0

Tempo a disposizione: 2.30 ore.



Analisi Matematica 2 - A

Soluzione Appello scritto del 5 Luglio 2013

Esercizio 1 Sia o > 0 un parametro fissato e si consideri la funzione f : R*> — R definita
nel seguente modo

a o z
0 y=20.

Calcolare tutti gli a > 0 tali che:
i) f sia differenziabile su tutto R?;
ii) le derivate parziali di f siano continue nel punto 0 € R

iii) f sia di classe C1(R?).

Soluzione. i) Quando o < 1, la funzione y — |y|* non & derivabile nel punto y = 0.
Dunque, per & < 1 la funzione f non & differenziabile su tutto R? in quanto non ha la
derivata parziale in y nei punti in cuiy =0 e z # 0.

Nell'insieme in cui y # 0, la funzione f & di classe C*, essendo prodotto e composizione
di funzioni C*. In questo insieme f & differenziabile.

Affermiamo che, per o > 1, f & differenziabile anche nei punti (zo, 0) € R? per ogni zo € R.
In questi punti, le derivate parziali di f sono

f:z:(xO,O):O,
_ i (®0,Y) = f(20,0) _ o [yl® %oy
fy(mo,O)—;l_% v —il_f}f(l) ” sm(y)—().

Proviamo che f & differenziabile nel generico punto (z, 0):

f(x)y) - f(SCOa 0) — <Vf(.’130,0), (.’II — .’Eo,y)) ’ —_ |y|a
VE—20)? + V(2 —20)2 + 32

e la funzione a destra tende a 0 per y — 0 (indipendentemente da z).

Z =
n(2)] < lyl,
Y

Conclusione: f & differenziabile su tutto R? se e solo se o > 1.

ii) Per il punto precedente, possiamo restringerci al caso o > 1. Calcoliamo le derivate
parziali di f nei punti in cui y # 0:

fz(xay) = MCOS (E);
o Y

a—2, . z |y|ax (.’E)
z, =« Sin (—) = cos|— .




Chiaramente si ha,

[o4
s ] 20
Y 4

jelyi**ysin (7)] < alyl*,

e le quantitd a destra tendono a 0 per y — 0 (indipendentemente da z). Esaminiamo il
secondo addendo che appare in f,(z,y):

ly|*z (37)1 a—2
cos{— )| <y z|.

Quando a > 2 (incluso il caso a = 2), si ha

lim a=2|xl = (,
(z,9)—(0,0) Iy~ le]

D’altra parte, quando a < 2 il seguente limite non esiste:

im |ylamcos (£>
(z9)—=(0,0) Y2 Yy

Per vedere questo fatto scegliamo 0 < € < 2 —a e z = |y|°. Si ha allora

|y|°‘_2|:v| = |y|*?** - 00 per y—0,

mentre la funzione cos(z/y) = cos(Jy|*/y) non ha limite per y — 0.
Conclusione: le derivate parziali di f sono continue in 0 se e solo se a > 2.

iii) Rimane da controllare la continuita delle derivate parziali nei punti (zo,0) € R?, con
%o # 0. Quando o > 2 si ha

lim 212l = 0.
(w7y)_>(2010) |y| | ]

Quando o = 2, invece, il seguente limite non esiste:

lim ly[°= Cos (E)
(@,9)=(z0,0) Y2 Yy

Conclusione: le derivate parziali di f sono continue su tutto R? se e solo se o > 2.

Esercizio 2 Si consideri il Problema di Cauchy

{y’=y2—|-x2—1
y(0) =0,

dove y e la funzione incognita ed z & la sua variabile.



i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale.

)
ii) Discutere eventuali simmetrie.
ili) Studiare qualitativamente la monotonia delle soluzione y.
)

iv) Sia (=b,b) C R, con 0 < b < oo, l'intervallo di definizione della soluzione massimale.
Provare che b < c0.

v) (facoltativo) Provare che b > 1/3/2.

Soluzione. i) La funzione f : R? = R, f(z,y) = 22 + y? — 1, & di classe C* e dunque
e localmente Lipschitziana. Dunque, il Problema di Cauchy ha una soluzione locale unica
y € C*(—4, 6) per qualche § > 0. La soluzione & in effetti di classe C*.

ii) Proviamo che la soluzione y & una funzione dispari. Consideriamo la funzione ausiliaria
2(z) = —y(—z), z € (—4,6). Si ha

Z(z) =y(-z) =y(—2)* + (—2)* —1=2(z)" + 2" = 1, =z €(=4,9),

ed inoltre z(0) = —y(0) = 0. Dunque, z & soluzione del Problema di Cauchy. Per 'unicita
della soluzione deve essere z = y € quindi y € una funzione dispari.

iii) Dentro il cerchio 22 + 4? < 1, la funzione f & negativa. Dunque, quando il grafico della
soluzione y si trova dentro il cerchio, la soluzione & strettamente decrescente. Siccome il
punto iniziale (0,y(0)) = (0,0) & proprio il centro del cerchio, la soluzione & certamente
decrescente in un intorno di z = 0. Fuori dal cerchio, la soluzione & crescente.

11 grafico della soluzione y deve intersecare la circonferenza z% + 4% = 1. In questi punti si
ha ¢ = 0. Una volta lasciato il cerchio, il grafico della soluzione non pud pil rientrarvi.

Dunque esiste un punto Z € (0,1) tale che y & strettamente decrescente nell'intervallo
(—Z,Z), & crescente per z > T (fintantoche la soluzione & definita), ed & crescente
nell’intervallo a sinistra di —Z.

Dalla precedente discussione segue anche che la funzione & certamente definita su tutto
lintervallo (—1 —€,1 + €) per qualche £ > 0.

iv) Per la discussione precedente, esiste (unico) un punto zo € (1,b) tale che y(zo) = 0.
Definiamo il numero 8 = /22 — 1 > 0. Avremo allora, per z > o,

y'(z) > y(z)® + 62,

dividendo ed integrando sull’intervallo (zo, ) con il dato iniziale y(zo) = O si ottiene

T yl
—2 _dt >z — o
/mo y? -+ 2



Il calcolo dell'integrale & immediato e si ottiene

y(z)
B

e quindi si trova y(z) > Btg(B(z — zo)). Per confronto si ottiene la stima B(b— zo) <7/2,
e dunque, in particolare, b < co.

arctg( ) > B(z — z0),

v) In primo luogo osserviamo che ¢’ = y? + 22 — 1 > —1 e integrando su (0,z) si trova
y(z) > —z, per ogni z € [0,b). Quando y(z) < 0, la disuguaglianza y(z) 2 -z &
equivalente a y(z)? < z2. Di conseguenza, per ogni z > 0 tale che y(z) <0, si ha

y(z) < 2z% - 1.

L’insieme di tali z forma un intervallo. Integrando su [0,z] la disuguaglianza precedente
si ottiene

e 2
y(z) < / (2t — 1)dt = §x3 =— .
0

Per confronto, deduciamo che deve necessariamente essere b > /3/2.

Esercizio 3 (10 punti) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della seguente serie
di funzioni:

Z 1‘|"TI1L o , 2320
l-l-n“

n=0
Soluzione. Osserviamo preliminarmente che

0o (1+n2$)e—na: _i g—na +§:n2xe—nz
Z 1+ n? B 1+n? 4 14n? ’

n=0 n=0

e che per £ > 0 si ha

e 1

Zl+n2 Sz:1+n2 e
n=0 n=0

Per il Criterio di Weierstrass la serie a sinistra converge uniformemente su [0, 00).

E dunque sufficiente studiare la convergenza della serie

2\ nge"? .
Z 14 n2 :an(m), z 2> 0. (%)
n=0 n=0

Per z = 0 la serie converge a 0 in quanto il termine generale & 0 per ogni n € N.
Studiamo brevemente le funzioni f,(z) > 0, per > 0. La derivata &:

2, —nx
il ~(1 —nx).

file) = T




Dunque, la funzione f, cresce su [0,1/n] e decresce su [1/n,00). Deduciamo che, fissato
6 >0, per ogni n > 1/6 si ha
sup fn(z) = fn(9).

z>§

Siccome la seguente serie converge

deduciamo dal Criterio di Weierstrass che la serie (*) converge uniformemente su [4, 00),
per ogni § > 0.
Proviamo che non c’¢ convergenza uniforme su [0, co). Osserviamo che

n2ze " I r e %
; 1+ n? 52 "2'1—e—m'
Siccome .
r e @
lim —— == #£0,
T s 37

deduciamo che la serie (x) definisce una funzione su [0, 00) che vale 0 per z = 0 e che non
& continua in z = 0. Siccome la convergenza, uniforme preserva, la continuita, concludiamo
che la serie (*) non converge uniformemente su [0, 00), e dunque nemmeno la serie iniziale.



Analisi Matematica 2 - A

Nome: Appello scritto del 16 Luglio 2013

Esercizio 1 (10 punti) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della seguente serie

di funzioni:
—nT

> 1-1-n,.r
Z g z 2> 0.

Esercizio 2 (10 punti) In dipendenza dal parametro o € R, si consideri la funzione f :
R? 5> R
f(z,y) = ™ + 2° + azy + y°.

i) Determinare tutti i valori di « tali che f sia convessa su tutto R2.

ii) Per ciascun a € [~2, 2] discutere esistenza e unicitad di punti di minimo di f.

Esercizio 3 (10 punti) Sia g € C([0, 1]) una funzione continua fissata.

i) Provare che esiste un’unica soluzione y € C([0, 1]) dell’equazione funzionale
1 [*y(®)
z)== | dt+g(x), =z¢€][0,1].
vie) =3 [ LRar+ge), sep

ii) Calcolare la soluzione nel caso g(z) = z.

Tempo a disposizione: 2.30 ore.




Analisi Matematica 2 - A

Soluzione Appello scritto del 16 Luglio 2013

Esercizio 1 (10 punti) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della seguente serie
di funzioni:

“"FT:I.‘

o0
(1+n3z)
Z L8 z 2> 0.
1+ n2 ? -
n=0
Soluzione. Osserviamo preliminarmente che

= (1+'n Ty
Z 1+n? Z

n=0 n=0 n=0

e che per £ > 0 si ha

Zol—l-n gl—f—rﬂ

Per il Criterio di Weierstrass la serie a sinistra converge uniformemente su [0, 00).

E dunque sufficiente studiare la convergenza della serie

Per z = 0 la serie converge a 0 in quanto il termine generale & 0 per ogni n € N.
Studiamo brevemente le funzioni f,(z) > 0, per > 0. La derivata &:

!
, ne ne

flz) = T (1 —nx).

Dunque, la funzione f, cresce su [0,1/n] e decresce su [1/n,00). Deduciamo che, fissato
d > 0, per ogni n > 1/4 si ha
sup frn(z) = fr(8).

>4

Siccome la seguente serie converge

. a ??268 —nd i
D h®)=3 <Za 1_e_6<oo,

n=1 n=1

deduciamo dal Criterio di Weierstrass che la serie (%) converge uniformemente su [§, 00),
per ogni ¢ > 0.



Proviamo che non c¢’¢ convergenza uniforme su [0, 00). Osserviamo che

—hnL —$

[o o] [o ]
n’re z z
Z 1+4+n? EZ:: T ol —e=

n=1

Siccome :
r e *
lim = =—=£0
Y —ee 37

deduciamo che la serie () definisce una funzione su [0, co0) che vale 0 per z = 0 e che non
¢ continua in z = 0. Siccome la convergenza uniforme preserva la continuita, concludiamo
che la serie (*) non converge uniformemente su [0, 00), e dunque nemmeno la serie iniziale.

Esercizio 2 (10 punti) In dipendenza dal parametro o € R, si consideri la funzione f :
R? R
flz,y) = Y + 2 + azy + ¢

i) Determinare tutti i valori di « tali che f sia convessa su tutto R,

ii) Per ciascun o € [~2,2] discutere esistenza e unicitd di punti di minimo di f.

Soluzione. i) Chiaramente, si ha f € C*®(R%). Dobbiamo calcolare tutti i valori del
parametro a € R tali che la matrice Hessiana di f sia semidefinita positiva, Hf >0 su
tutto R?. Le derivate parziali prime di f sono:

fe=e"Y+ 2z 4+ ay
fy=e"" +oaz+2y.

Le derivate parziali seconde di f sono:

Jzz = "ty +2
fyy — e:r.+y +2
f:z:y =" + q.

La matrice Hessiana & semitefinita positiva, Hf > 0, se e solo se si ha tr(Hf) > 0 e
det(H f) > 0 su R? dove

tr(Hf) = foo + fyy = 26"V +4
det(Hf) = foafyy — my = (e"V +2)2 — (e*1¥ 4- )2

sono la traccia e il determinante della matrice Hessiana. Chiaramente si ha tr(H f) >'4 su
tutto R?. Studiamo la disequazione det(H f) > 0, ovvero 4€%*¥ + 4 — 2ae™¥ — o2 > 0 che
€ equivalente a

(2 - a)(2e*TY + 2+ a) > 0.




Nel caso a > 2 questa disequazione non & verifica in alcun punto (z,y) € R?. Nel caso
a = 2 la disuguaglianza & un’uguaglianza. Nel caso a < 2 la disuguaglianza & verificata su
tutto R? se e solo se 26*¥ + 2 + o > 0 per ogni (z,y) € R?, ovvero se e solo se 2 + o > 0.

In conclusione, f & convessa su tutto R? se e solo se a € [—2,2].

ii) Per i valori a € [~2,2] la funzione f & convessa, e dunque i punti di minimo coincidono
con i punti critici. Cerchiamo eventuali punti critici. Le equazioni f; = fy = 0 danno il
sistema,

e +2z+ay=0, V+azr+2y=0.

Sottraendo le due equazioni si ottiene (2 — a)z — (2 — a)y = 0. Quando a = 2 questa
condizione & vuota: le due equazioni precedenti diventano €**¥ +2(z +y) = 0. L’equazione
e’ + 2t = 0 ha una soluzione unica t* < 0 (si vede con il teorema degli zeri). Dunque tutti
i punti (z,y) € R? tali che = + y = * sono (tutti i) punti critici di f.

Esaminiamo il caso o # 2. L’equazione (2 — o)z — (2 — a)y = 0 fornisce z = y e quindi
si ottiene I’equazione € + (2 + a)z = 0. Quando a = —2, ’equazione non ha soluzione e
dunque f non ha punti critici (equiv. punti di minimo). Quando a € (—2,2), I'equazione
precedente ha una soluzione unica e dunque f ha un unico punto critico (di minimo).

Esercizio 3 (10 punti) Sia g € C([0,1]) una funzione continua fissata.

i) Provare che esiste un’unica soluzione y € C([0, 1)) dell’equazione funzionale

3/ YO 4t 4 o(z), ze0,1].

ii) Calcolare la soluzione nel caso g(z) = . (B sufficiente determinare la soluziore in
forma integrale.)

Soluzione. i) Lo spazio vettoriale X = C([0, 1]) munito della norma del sup & uno spazio
metrico completo. Introduciamo la trasformazione 7' : X — X che alla funzione y € X
associa la funzione Ty € X definita da

%/(;mg\(/t_t_)dt—}-g(x); xe[o,]_].

Osserviamo innanzi tutto che T’y & una funzione continua. Infatti, dati z1,z, € [0,1] si ha

Tyfen) = To(en)l = |5 [~ Eat+ gfe) - o)

[ e + 1ot - ate)
< 2 Wllelv/31 = VRl + lg(a1) — g(a),

—

< zlllle

CO(\DJJ



da cui si deduce la continuita di z — Ty(z). Qui usiamo la continuita di g.
Verifichiamo ora che T' & una contrazione da X in se. Infatti, se y;,y2 € X allora

_ _ [l mel ) 1, /IL_E_
Tys(z) = Ton(o)] = 3 [ 28] < 2 — sl [ -t = Shn =0l

3
e quindi |7y — Tya/loo < 2|ly1 — ¥2|lco- Per il Teorema di punto fisso di Banach, T ha un
unico punto fisso y € Y, che & la soluzione, unica, dell’equazione funzionale data.

ii) Se y risolve I’equazione funzionale, allora y(0) = 0. Possiamo derivare in z I'identita

y(x)=l/0z£\/?dt+x, z € [0,1],

e trovare '’equazione differenziale

V@)= 11 e

Y

Si tratta di un’equazione lineare, che pud essere integrata con il metodo standard. Usando
il dato iniziale y(0) = 0 si trova la soluzione

y(z) =/ e3WVEViIgE  pe [0,1].
0

Omettiamo i conti intermedi. Usando la sostituzione s = —g- t si trova

2
/ e 3Vidt = 5/ e~ *sds,
0 0

¢ I'ultimo intcgrale di calcola par parti. Dopo aleuui vouli die sunu uiessi si aitiva alla
soluzione 9

y(z) = §[e§ﬁ— %ﬁ— 1].



Analisi Matematica 2 - A

Nome: Appellg scritto del 9 Settembre 2013

Esercizio 1 (10 punti) Si consideri il Problema di Cauchy

y' = sin(y + z)
{ y(0) = 0.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione definita su tutto (—oo, 00).

ii) Determinare tutte le soluzioni dell*equazione differenziale y' = sin(y + z) della forma
y=mx+qconm,q€R.

iii) Studiare la monotonia della soluzione del Problema di Cauchy e disegnarne un grafico
qualitativo.

iv) Calcolare eventuali asintoti della seluzione.

Esercizio 2 (10 punti) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione di
funzioni (fy,)nen cosi definite:

fa(z) = %log (2" +n*), z€eR.

Eserc1z10 3 (10 punti) Siano f,g : R? — R funzioni tali che f(0) = g(0) = 0 e, per
2 +y? # 0,

yla| : ( ||? )
= — =ysm | ———— |,
f(xay) $4+y2a g(x,y) ysi $2+y4

dove & > 0 e 8 > 0 sono parametri.
1) Calcolare tutti gli o tali che f sia differenziabile in 0 € R2.
2) Calcolare tutti i B tali che g sia differenziabile in 0 € R2.

3) (Facoltativo) Calcolare tutti i v > 0 tali che

: y : ||
lim ————sin (——— ) =0.

Tempo a disposizione: 2.30 ore.



Analisi Matematica 2 - A

Nome: Appelio scritto del 16 Luglio 2013

Esercizio 1 (10 punti) Si consideri il Problema di Cauchy

{ Y =sin(y + z)
y(0) =0.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione definita su tutto (—oo, c0).

ii) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale ¢/ = sin(y + ) della forma,
Yy =mx+q conm,q € R.

iii) Studiare la monotonia della soluzione del Problema di Cauchy e disegnarne un grafico
qualitativo.

iv) Calcolare eventuali asintoti della soluzione.

Soluzione. i) La funzione f(z,y) = sin(z + y) & di classe C®(R?) e quindi localmente
(in effetti globalmente) Lipschitziana. Per il Teorema di esistenza e unicita locale esiste
un’unica soluzione locale. Inoltre si ha |f(z,y)| < 1 e quindi per il Teorema di esistenza
globale con crescita sub-lineare la soluzione & definita su tutto (—oo, 00).

ii) Se y = mz + ¢ & una soluzione allora

m=1vy =sin(y +z) =sin(mz +q¢+2z), zecR.

Deduciamo che deve essere m = —1 e sing = —1, ovvero g = 3m/2 + 2kw, con k € Z..
iii) Per il Teorema di unicitd, la soluzione y non pud intersecare le rette y=-—-z—7/2e€
y = —x + 37/2. Dunque deve essere

T 3
== <y(z) < —x+§7r, z €R.
Fatta questa premessa, studiamo la monotonia della soluzione. Possiamo limitarci alla
regione (striscia) delimitata dalle due rette precedenti. La soluzione y & crescente nella
regione dove
sinly+2)>0 & O<y+z<m.

La soluzione y & decrescente nella regione dove

. T 3
sin(y+2) <0 <« —§<y+x<0 oppure 7r<y—|—a:<§7r.



In conclusione, esiste z* € (0, 7) tale che:
— y decresce su (—o0, 0);

— y cresce su (0, z*);

— y decresce su (z*, 00).

iv) Proviamo che y = —x + %ﬂ' € un asintoto a o0. Dividiamo per z > 0 la disuguaglianza
L P
-—x — — —_ —_ y
g Y 2
e otteniamo i
1- 1 < y—(x—) < -1+ =
T 45 2z
Per confronto si ottiene
lim M =-1
T—00 €T

Affermiamo che
lim y(z) +z = §7r
z—-»ooy 9
La funzione z(z) = y(z) + z risolve
Z=y +1=sin(y+z)+1=sin(z)+1>0.

Dunque, z & crescente e pertanto esiste il limite

T,

N

L = lim y(z) + z = lim 2(z) <

T—r00 00

infatti y(z) + 2 < 37/2. Se per assurdo fosse L < 3m/2:

lim z'(z) = lim sin(z(z)) + 1 =sin(L) + 1 > 0.

00 00
Questo implicherebbe che lim z(z) = 0. Questo & assurdo.
T—00

In modo analogo si prova che y = —z — 7/2 & un asintoto a —oo.

Esercizio 2 (10 punti) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione di
funzioni (f,,)nen cosi definite:

fn(z) = %log (£ +n*), zeR



Soluzione. Quando —1 <z < 1si ha

_2logn < log n%® < log(z?" + n?®) < log(1 + n?)
n n n n

!

e per confronto si deduce che si ha convergenza puntuale a 0:

lim fo(z) =0, —-1<z<1.

n—oo

Di pit, si ha la convergenza uniforme:

lim sup |fa(z)] =0.

n—00 _.1S-7351

Studiamo la convegenza puntuale per 2% > 1. Riscriviamo la funzione nel seguente modo:

2z

1 n
fn(x) . logx2 + Elog (1 + ;,‘%)

Siccome
2z

lim — =0 per z2 > 1,
n—oo L4

deduciamo che
2

lim f,(z) =logz?, %> 1.
In definitiva, il limite puntuale &
0 per z2 <1

logz?  per z? > 1.

fole) = {

Studiamo la convergenza uniforme per z < —1. Consideriamo la differenza

9n(2) = [fa(2) = foo(®)| = fu(z) — feo(z) 2 0.

La sua derivata &

12n2® 1 +2n*logn 2 2n%(zlogn —n)
gn(@) = = - ==

n 2n + n2= ; nx(xZn + n2:1:)
Chiaramente, per z < —1 si ha g/,(z) > 0 e di conseguenza

Sup |fn(%) — fool(@)| = fr(=1) = foo(—1) = fu(-1) = 0, n — oo.

z<-1

Si ha dunque convergenza uniforme su’(—oo, —1].



Studiamo la convergenza uniforme su 1 < 2 < M, dove M > 1 & arbitrario. Definitiva-
mente (per tutti gli n sufficientemente grandi) si ha ¢/,(z) < 0 per 1 < z < M (infatti
zlogn —n < Mlogn — n < 0 definitivamente). Di conseguenza

SUp [fn(%) — feo(2)] = fu(1) = foo(1) = fu(1) = 0, n— oo,

1<z<

In conclusione, si ha convergenza uniforme su [1, M] per ogni M > 1. Non si ha invece
convergenza uniforme su [1, 00), in quanto

m fo(z) — foo(z) = 00

00

per ogni n > 1.

Esercizio 3 (10 punti) Siano f,g : R* — R funzioni tali che f(0) = g(0) = 0 e, per
2’ +y? #0,

yle|r . ( |z|? )
fey) =i 9@y =ysin(5——0),

dove a > 0 e 8 > 0 sono parametri.

1) Calcolare tutti gli « tali che f sia differenziabile in 0 € R2.
2) Calcolare tutti i 8 tali che g sia differenziabile in 0 € R2.

3) (Facoltativo) Calcolare tutti i v > 0 tali che

] ) _
(x,y)—>(0 0) 4 /132 + 92 (:1:4 + y?

Tempo a disposizione: 2.30 ore.,



