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CAPITOLO 1

Spazi metrici e spazi normati

1. Definizioni ed esempi
Enunciamo la definizione di spazio metrico.

DEFINIZIONE 1.1.1. Uno spazio metrico ¢ una coppia (X, d) dove X ¢ un insieme e
d: X xX —[0,00) & una funzione, detta metrica o distanza, che per ogni x,y,z € X
verifica le seguenti proprieta:

1) d(z,y) > 0ed(z,y) =0 se e solo se x = y;
2) d(z,y) = d(y,x) (simmetria);
3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (disuguaglianza triangolare).

Primi esempi di spazi metrici sono costituiti da:

1) R con la funzione d(z,y) = |z — y|, z,y € R, & uno spazio metrico.
2) R con la funzione d(z,y) = |z — y|'/?, z,y € R, & uno spazio metrico.
3) C con la funzione d(z,w) = |z — w|, z,w € C, & uno spazio metrico.
4) R™, n > 1, con la funzione distanza

n 1/2
d(x,y):|m—y|: (Z|xl_yz|2> ) xvaERn,
=1

& uno spazio metrico (si veda la successiva Sezione [2)).
Ecco altri esempi di spazi metrici.

ESEMPIO 1.1.2 (Spazio metrico discreto). Sia X un insieme e definiamo la funzione
d: X x X —[0,00)
] 0 sex=y,
d(w,y) = { 1 sex#uy.

E facile verificare che d verifica gli assiomi della funzione distanza.

EsemPIO 1.1.3 (Distanza centralista). Su R? definiamo la funzione d : R? x R? —
[0, 00) nel seguente modo

d(z,y) = lz —y| sex,y € R? sono collineari con 0,
TV T\ x| + |y altrimenti.

Lasciamo come esercizio il compito di provare che (R?,d) ¢ uno spazio metrico.

EseEmpIO 1.1.4. I numeri naturali N = {1,2,...} con la distanza
1 1
d(m,n) = )— — —‘, m,n € N,
m n

SONo uno spazio metrico.
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Sia X uno spazio metrico con distanza d : X x X — [0,00). Fissato un punto

x € X ed un raggio r > 0, 'insieme
B,(z) = B(z,r) = Bx(z,r) = {y € X : d(z,y) <r}
si dice sfera o palla (aperta) di centro z e raggio r.

OSSERVAZIONE 1.1.5 (Spazio metrico restrizione). Dato un sottoinsieme Y C X,
possiamo restringere la funzione distanza d ad Y: d: Y x Y — [0,00). Allora anche
(Y, d) & uno spazio metrico. La palle nella distanza d di Y sono fatte nel seguente
modo:

BY(yv 7”) - BX(yv ’l“) N Y>
perogniy € Y ed r > 0.

2. R™ come spazio metrico

Indichiamo con R™ lo spazio Euclideo n-dimensionale, n € N con n > 1, dotato
della usuale struttura di spazio vettoriale.

DEFINIZIONE 1.2.1 (Prodotto scalare). Definiamo 'operazione (-, -) : R*xR" — R

<ZE,y> =21Y1 + ... + TpYn.

Tale operazione si dice prodotto scalare (standard) di R™.

Il prodotto scalare ¢ bilineare (ovvero lineare in entrambe le componenti), simme-
trico e non degenere. Precisamente, per ogni x,y, 2z € R™ e per ogni «, § € R valgono
le seguenti proprieta:

1) (o + By, =) = alz, 2) + Bly, 2);

2) (z,y) = (y, z);

3) (z,z) =0 se e solosex=0.
Talvolta, il prodotto scalare si indica anche con il simbolo (z,y) oppure con il simbolo
x-y.

DEFINIZIONE 1.2.2 (Norma Euclidea). La norma Euclidea su R", n > 1, ¢ la
funzione |- | : R" — [0, 00) cosi definita

n 1/2
lz| = (Zm?) , x=(z1,...,x,) € R™

i=1
Equivalentemente, |z| = \/(z, z).
La norma Euclidea verifica le proprieta di una norma (si veda la successiva
Sezione [3)). Precisamente, per ogni z,y € R™ e per ogni A € R si verifica:
1) || > 0e |z] =0 se e solosex=0;
2) |Az| = |A||z| (omogeneita);
3) |z +y| < |z + |y| (subadittivita).
La verifica delle proprieta 1) e 2) & elementare. La subadittivita segue osservando
che
[ty = (r+y,2+y) = (v,2) +2(z,9) + () < |2 +20llyl + |y* = (]2 + [y])?,

dove nella disuguaglianza si e utilizzata la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, che ora
dimostriamo.
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ProPOSIZIONE 1.2.3 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Per ogni z,y € R”
vale la disuguaglianza

(=, )] < |=[lyl.
DiM. II polinomio reale della variabile t € R
P(t) = |z + ty|* = |o” + 2t(w, y) + *|y|*

non ¢ mai negativo, P(t) > 0 per ogni t € R, e dunque il suo discriminante verifica
A = 4(z,y)? — 4)z|*|y|* < 0. La tesi segue estraendo le radici. Non abbiamo usato la
forma specifica del prodotto scalare Euclideo ma solo le proprieta 1)-2)-3). O

Verifichiamo la subadittivita della norma Euclidea. Dalla disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz si ha

e+ yl* = (z+y, 2 +y) = e +2(z,9) + ly* < |2l* + 2zlly| + [y* = (=] + [y])*
ed estraendo le radici si ottiene la proprieta 3).
La norma Euclidea induce su R" la funzione distanza d : R™ x R™ — [0, 00),
d(z,y) = |z —yl, =,y eR",
Lo spazio metrico (R™, d) si dice spazio metrico Euclideo. Le proprieta 1), 2), e 3) si
verificano in modo elementare. In particolare, si ha:
d(z,y) = lv—yl = lr—z+z—y| < |z —z[+ [z —y[ = d(z,2) +d(z,y), z,y,2 €R".
L’insieme
B(z)={yeR": |z —y| <7}

e la palla Euclidea di raggio r > 0 centrata in x € R™.

3. Spazi metrici indotti da spazi normati

Spazi metrici possono essere generati a partire dagli spazi normati.

DEFINIZIONE 1.3.1 (Spazio normato). Uno spazio normato (reale) ¢ una coppia
(VI - ]|) dove V' & uno spazio vettoriale reale e || - || : V' — [0,00) ¢ una funzione,
detta norma, che per ogni x,y € V e per ogni A € R verifica le seguenti proprieta:

1) [|z]] > 0 e ||z]| = 0 se e solo se x = 0;
2) Azl = [Alllz]| (omogeneita);
3) ||z + y|| < |lz|| + ||ly|l (subadittivita o disuguaglianza triangolare).

Chiaramente, R, C ed R™ sono spazi normati con le norme naturali. Una norma
| - || su uno spazio vettoriale V' induce canonicamente una distanza d su V' definita
nel seguente modo:

d(z,y) = llz—yl, =zyeV

La disuguaglianza triangolare per la distanza d deriva dalla subadittivita della norma
| - ||. Infatti, per ogni z,y,z € V si ha:

d(z,y) = |z =yl = llv =2+ z =yl <z = 2] + [|z = yll = d(z, 2) + d(z,y).
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EsEMPIO 1.3.2 (Lo spazio ?(R)). Sia ¢*(R) I'insieme delle successioni reali (a,,)nen

di quadrato sommabile:

Z a2 < oo.

n=1
Indichiamo con x € ¢*(R) un generico elemento di ¢*(R). La funzione | - ||, :
(%(R) — [0, 00) cosi definita

> 1/2
Illezey = (D a2)

n=1
¢ una norma. La proprieta di subadittivita si prova come in R™. Definiamo su ¢?(R)
il prodotto scalare
<X7 Y>€2(R) = Z anbm X = (an)nel\h y = (bn)nEN-

n=1

La disuguaglianza 2|a,b,| < a2 + b? prova che la serie converge assolutamente. In
2

particolare, avremo ||x|[p2m®) = (x, X>;2/(R

) La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

[V ew| < [xXlewllyler),
si puo dimostrare in modo analogo a quanto fatto in R"; da qui segue che ||x+y|[p2®) <

1xl[e2 ) + 1Y [l e2w)-
In conclusione, ¢?(R) con la funzione distanza

x.3) = I = ¥l = (3w — 00

n=1

1/2

€ uno spazio metrico.

4. Successioni in uno spazio metrico

Una successione in uno spazio metrico (X, d) ¢ una funzione x : N — X. Si usa
la notazione z,, = x(n) per ogni n € N e la successione si indica con (x,,)nen.

DEFINIZIONE 1.4.1. Una successione (2, )nen converge ad un punto x € X nello
spazio metrico (X, d) se
lim d(z,,z) =0,

n—oo
ovvero se per ogni € > 0 esiste 7 € N tale che per ogni n > 7 si abbia d(z,,z) < .
In questo caso si scrive

X.d . .
Ty RGN oppure lim z, =z in (X, d),
n—oo n—oo

e si dice che la successione e convergente ad x ovvero che z ¢ il limite della successione.

Se il limite di una successione esiste allora e unico. Se infatti x,y € X sono
entrambi limiti di (x,),en, allora risulta

0 < d(z,y) < d(x,xn) +d(zn,y) =0, n— o0,

e quindi d(x,y) = 0 ovvero z = y.
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ESEMPIO 1.4.2 (Successioni in R™). Sia X = R™, m > 1, con la distanza Euclidea
e consideriamo una successione (x,, ),en in R™. Ogni punto x,, € R™ ha m coordinate,
r, = (o} ™) con zl,... 2™ € R. Sia infine z = (z',...,2™) € R™ un punto

nycc n

fissato. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:
(A) lim z, =z in R™;

n—oo
(B) lim 2! = 2" in R per ogni i = 1,...,m.
n—oo
5. Esercizi
EsErcizio 1.5.1. Siano z,y € R™ tali che |(z,y)| = |z||y|]. Provare che esiste

A € R tale che y = Ax. Questo ¢ il caso dell'uguaglianza nella disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz.

EsErcizio 1.5.2. Sia Ry : R? — R? la rotazione di un angolo ¥ € [0,2n].
Verificare che per ogni z,y € R? si ha

(Ry (), Ry(y)) = (z,y)-
Ovvero: il prodotto scalare e quindi la distanza Euclidea sono invarianti per trasfor-
mazioni ortogonali.

EsErcizio 1.5.3. Siano aq,...,a, > 0 numeri reali positivi. Verificare che
(Le)(X5) 2
a; > n”.
Esercizio 1.5.4. Sia (X, d) uno spazio metrico e definiamo la funzione 6 : X X
X — [0,00)
d(z,y)

o = X.
(’r’y) 1 _I_ d(l‘7 y)7 x)y E

Verificare che (X, 0) € uno spazio metrico.
EsERcIzIO 1.5.5. Sia d : R? x R? — [0, 00) la funzione cosi definita:

| |lr—y| sex,ye0sono collineari,
d(z,y) = { |z| + |y| altrimenti.

Provare che d ¢ una metrica su R? e descrivere (graficamente) le palle in questa
metrica.

ESERCIZIO 1.5.6. Sia d : R" XR"™ — [0,00), n > 1, la funzione definita in ciascuno
dei seguenti tre casi per z,y € R": A) d(z,y) = |z — y|"/?; B) d(x,y) = |z — y|*; C)
d(z,y) = log(1 + |z — y|). Dire in ciascuno dei tre casi se d ¢ una distanza su R”
oppure no. Provare ogni affermazione.

EsERrc1Z10 1.5.7. Sia a € (0, 1] e definiamo la funzione d : R” x R" — [0, c0)
d(z,y) = |lx —y|*, x,yeR",
dove | - | indica la norma Euclidea di R"™. Provare che (R",d) & uno spazio metrico.
EsERrc1z10 1.5.8. Sia ¢*°(R) I'insieme di tutte le successioni reali limitate:
(>(R) = {(ay)nen successione in R limitata}.

Indichiamo con x = (@, )neny un generico elemento di ¢>°(R).
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1) Verificare che *°(R) & uno spazio vettoriale reale con le usuali operazioni di
somma e moltiplicazione scalare per le successioni.
2) Verificare che la funzione || - ||« : £*°(R) — R cosi definita

Ix[|c = sup {]a,| € R:n € N}

definisce una norma.
3) Verificare che la funzione d, : {>°(R) x ¢*°*(R) — [0, 00) cosi definita

oo (%, ) = [ = ¥loo

¢ una distanza su (< (R).



CAPITOLO 2

Topologia di uno spazio metrico e funzioni continue

1. Topologia di uno spazio metrico

In questa sezione definiamo la topologia 7(X) di uno spazio metrico (X, d). Gli
insiemi di 7(X) C (X)) sono gli aperti di X.

DEFINIZIONE 2.1.1 (Insiemi aperti. Interno). Sia (X, d) uno spazio metrico e sia
A C X un insieme.

i) Un punto z € X si dice punto interno di A se esiste r > 0 tale che B,(z) C A.
Quando z ¢ interno ad A si dice che A e un intorno di z.
L’interno di A € 'insieme dei punti interni di A:

int(4) = A = {z € X :esiste r > 0 tale che B,(z) C A}.

Si ha sempre int(A) C A.
ii) Un insieme A C X si dice aperto se per ogni x € A esiste r > 0 tale che
B,(xz) C A, ovvero se A = int(A).

PROPOSIZIONE 2.1.2. Le palle aperte sono insiemi aperti.

DiMm. Consideriamo una palla aperta B,.(z9) = {z € X : d(x,x9) < r}, con
xo € X edr >0 esiax € B.(zg). Possiamo scegliere un numero reale s > 0 tale che
s <1 —d(z,zg). Per ogni punto y € Bs(x) segue dalla disuguaglianza triangolare:

d(y7 LC(]) S d(y,!l?) + d(ﬂ?, xU) S 5+ d(&?, LU()) <.

Abbiamo dunque provato che Bs(x) C B,(zo). Tutti i punti di B,(z) sono punti
interni. U

DEFINIZIONE 2.1.3 (Insieme chiuso. Chiusura). Sia (X, d) uno spazio metrico e
sia A C X un insieme.

i) Un punto x € X si dice punto di chiusura di A se per ogni r > 0 risulta
B,(z)N A # (. La chiusura di A & I'insieme dei punti di chiusura di A
A={ze X :B,(r)NA#0D perognir >0}

Si ha sempre A C A.
ii) L’insieme A si dice chiuso se contiene tutti i sui punti di chiusura, ovvero se

A=A

PrRoOPOSIZIONE 2.1.4. Un insieme A e aperto se e solo se il suo complementare
C = X \ A ¢ chiuso.

11
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DiM. Infatti, si hanno le equivalenze:
A= {x € X :esiste r > 0 tale che B,.(z) C A}

X\ A= {z € X :non esiste r > 0 tale che B,(z) C A}
X\A={z e X :perognir>0sihaB(z)N(X\A)#0}
C=C.

A e aperto

(R

O

L’insieme ) & aperto, in quanto tutti i suoi punti (non ce ne sono) sono interni.
Quindi X & chiuso. D’altra parte, X ¢ banalmente aperto e quindi () & chiuso. Gli
insiemi () ed X sono pertanto contemporaneamente aperti e chiusi.

EsERrcIzIO 2.1.5 (Caratterizzazione sequenziale della chiusura). Siano A C X un
insieme e x € X. Provare che le seguenti due affermazioni sono equivalenti:

A) z € A
(X,d)

B) Esiste una successione (x,),en con x,, € A per ognin € N tale che z,, —> x
n—oo

ESERrcIZIO 2.1.6. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia A C X un insieme. Provare
le seguenti affermazioni:
i) L’interno int(A) ¢ un insieme aperto, ed ¢ il pit grande insieme aperto
contenuto in A.
ii) La chiusura A & un insieme chiuso ed & il piu piccolo insieme chiuso che
contiene A.

DEFINIZIONE 2.1.7 (Frontiera). La frontiera di A C X ¢ I'insieme
OA={ze X :B(z)NA#0De B (z)N(X\ A)#0 per ogni r > 0}.
Equivalentemente, A = AN (X \ A).

Si puod controllare che A = AU 9A = int(A) U DA e I'ultima unione & disgiunta.
Talvolta si definisce anche 'esterno di A C X come 'insieme

ext(A) = {z € X : esiste r > 0 tale che B,(z) C X \ A} =int(X \ 4).
In questo modo, per ogni A C X si ha I'unione disgiunta
X =int(A) UOA Uext(A).

In questo senso si dice che la famiglia di insiemi {int(A),0A,ext(A)} forma una
partizione di X.

EsemMPIO 2.1.8 (Topologia della retta reale). Sia X = R munito della distanza
standard.
1) Gli intervalli A = (a,b) C R con —oo < a,b < oo sono aperti. Ad esempio,
nel caso —oco < a < b < oo si ha

a,b) = B,(xg), x0:a+b, T:b_&.
( 2 2

Inoltre si ha 0A = {a, b} in quanto
B.(a)NA#0e B.(a)N(R\ A) # () per ogni r > 0,

e analogamente nel punto b. Di conseguenza, risulta A = AU JA = [a, b].
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2) Dal punto precedente segue che l'intervallo [a,b] C R & chiuso (in quanto ¢
la chiusura di un insieme). Alternativamente, ¢ facile verificare che I'insieme

R\ [a,b] = (—00,a) U (b, 00)

e aperto.
3) Gli intervalli della forma A = [a,b) con —oo0 < a < b < oo non sono ne aperti
ne chiusi. Infatti si ha

int(A) = (a,b) # Ae A =[a,b] # A.

La stessa cosa vale per intervalli della forma (a, b].
4) Intervalli illimitati della forma (—o0,a) con a < oo sono aperti. Intervalli
illimitati della forma (—o0,a] con a < 0o sono invece chiusi.

ESEMPIO 2.1.9. In R? con la distanza Euclidea consideriamo il cerchio aperto
A={z eR?: |z| <1}. Allora:
i) A= A, infatti A ¢ aperto. B
ii) La chiusura di A ¢ il cerchio chiuso A = {z € R?: |z| < 1}.
iii) La frontiera di A ¢ la circonferenza-bordo 9A = {z € R?: |z = 1}.

DEFINIZIONE 2.1.10 (Topologia di uno spazio metrico). Sia (X, d) uno spazio
metrico. La famiglia di insiemi 7(X) C £(X)

7(X)={ACX:A¢apertoin X}
si dice topologia di X.
TEOREMA 2.1.11. La topologia di uno spazio metrico X verifica le seguenti pro-
prieta:
(A1) 0, X € 7(X);

(A2) Se Ay,..., A, €7(X), ne N allora A;N...NA, € 7(X);
(A3) Per ogni famiglia di indici ¢ risulta

A, € 7(X) per ogni a € & = U A, € 7(X).
acd

Dim. Abbiamo gia discusso la proprieta (Al). Proviamo (A2). Sexz € A1N...NA,
allora esistono r,...,7, > 0 tali che B, (x) C A; per ogni i = 1,...,n. Posto
r=min{ry,...,r,} > 0, si ha allora

B.(r) CAN...NA,.

Anche la verifica di (A3) ¢ elementare. Se infatti x € |J,.,, Aq allora esiste 3 € &7
tale che x € Ag e quindi esiste 7 > 0 tale che

B,(z) C As C | ] Aa.

acd
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EsemMPIO 2.1.12. La proprieta (A2) non si estende ad intersezioni numerabili di
aperti. Sia X = R", n > 1, con la distanza standard. Gli insiemi

{z e R" : |z| < r} = B,(0)

sono aperti per ogni r > 0. L’insieme A = {z € R" : || < 1} non ¢ invece aperto,
infatti i punti € A tali che |z| = 1 verificano

B,(z) N (R™\ A) # 0 per ogni r > 0.

Ad esempio, il punto (1 + r/2)z appartiene all’intersezione. In effetti A = A & un
insieme chiuso.
D’altra parte A & un’intersezione numerabile di aperti:

Py 1
A= {:CER”:JU<1+—}.
IQ || :

In modo duale, la famiglia dei chiusi di uno spazio metrico verifica le proprieta
descritte nel seguente teorema:

TEOREMA 2.1.13. Sia (X, d) uno spazio metrico. Allora:

(C1) 0, X sono chiusi;

(C2) Se C4,...,Cp, n € N, sono insiemi chiusi di X allora C; U...UC, & un
insieme chiuso di X

(C3) Sia &/ una famiglia di indici. Se C,, € un insieme chiuso di X per ogni a € o
allora (.., Ca € chiuso in X.

La prova del teorema si ottiene passando ai complementari nel teorema sugli
aperti. In generale, I'unione numerabile di chiusi non & un insieme chiuso.

Le proprieta (Al), (A2) e (A3) possono essere utilizzate per definire in modo
assiomatico uno spazio topologico.

DEFINIZIONE 2.1.14. Uno spazio topologico ¢ una coppia (X, 7(X)) dove X & un
insieme e 7(X) C Z(X) ¢ una famiglia di sottoinsiemi (detti aperti) che verifica le

proprieta (Al), (A2) e (A3) del Teorema [2.1.11}

Tutti gli spazi metrici sono dunque spazi topologici. Esistono spazi topologici
(X, 7(X)) la cui topologia 7(X) non ¢ indotta da alcuna metrica su X.

2. Limiti di funzione in spazi metrici

DEFINIZIONE 2.2.1 (Punto di accumulazione). Sia (X, d) uno spazio metrico. Un
punto xg € X si dice punto di accumulazione di un insieme A C X se per ogni r > 0
si ha

AN B, (xo) \ {zo} # 0.

DEFINIZIONE 2.2.2 (Limite). Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metrici, sia g € X
un punto di accumulazione di A, e sia f : A — Y una funzione. Un punto yg € Y si
dice limite di f per x che tende a z( se per ogni £ > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni
x € A si abbia

0< dx([E,Qf()) <) = dy(f(l’),y()) < E.
Scriveremo in questo caso
lim f(x) = yo,

T—T0
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dove la notazione per le distanze di riferimento ¢ omessa.

Se il limite esiste allora ¢ unico. Per avere l'unicita occorre definire il limite
limitatamente ai punti di accumulazione.

TEOREMA 2.2.3 (Caratterizzazione sequenziale del limite). Siano (X, dx) e (Y, dy)
due spazi metrici, ro € X un punto di accumulazione di A, yp € Y ed f: A — Y una
funzione. Sono equivalenti le seguenti due affermazioni:

A) I f(x) = o
B) Per ogni successione (z,)nen in A\ {0} vale 'implicazione:

limz,=2zin X = lim f(z,) =y in Y.
n—oo n—oo

Dimm. A)=B). Fissato € > 0, esiste 6 > 0 tale che per ogni x € X vale:
0<dx(z,x)<d = dy(f(x),y) <e.

Dalla convergenza della successione (z,).en @ xo segue Uesistenza di n € N tale che
per n > 7 si abbia dx (x,, o) < d. Quindi per tali n > 7 si ottiene dy (f(x,), yo) < €.

B)=-A). Supponiamo per assurdo che esista € > 0 tale che per ogni n € N ci sia un
punto z,, € A\ {xo} tale che dx(x,,z¢) < 1/n ma dy(f(z,),y) > e. La successione
(n)nen converge ad z in (X, dx) ma la successione (f(,))nen non converge ad f(xq)
in (Y, dy). Questo contraddice I'affermazione B). O

Supponiamo ora che lo spazio metrico di arrivo sia Y = R con la distanza standard.

TEOREMA 2.2.4 (Operazioni con i limiti). Sia xy € X un punto di accumulazione
dellinsieme A C X e siano f,g : A — R due funzioni. Supponiamo che esistano
(finiti) i limiti

L= lim f(x) €R,

T—T0

M = lim g(x) €R.

zT0
Allora si ha:

1) xli_)rilo f(z)+g(x) =L+ M;

2) xli_gclo f(z)g(z) = LM.
Inoltre, se M # 0 allora si ha anche:

L
3) lim J(x) = —.
aowo g(x) M
DiM. La dimostrazione segue dalle proprieta delle operazioni rispetto ai limiti di
successioni in R e dal Teorema 2.2.3]

U

3. Funzioni continue fra spazi metrici

Il concetto di limite di funzione ¢ strettamente legato alla nozione di funzione
continua.
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DEFINIZIONE 2.3.1 (Funzione continua). Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metrici
e sia zg € X. Una funzione f : X — Y si dice continua nel punto zy € X se per ogni
€ > 0 esiste 0 > 0 tale che per ogni x € X vale

dx(l'7$0) <0 = dy(f(l'), f(l’())) < €.

Equivalentemente: per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che f(Bx(zo,d)) C By (f(xo),€).
La funzione si dice continua su X se € continua in tutti i punti di X.

OSSERVAZIONE 2.3.2. Da un confronto delle definizioni, segue immediatamente la
seguente affermazione. Sono equivalenti:

A) f & continua in xo;
B) Esiste il limite lim f(z) = f(zo).
T—T0

Dunque, negli spazi metrici la continuita ¢ equivalente alla continuita sequenziale, nel
senso del seguente teorema.

TEOREMA 2.3.3 (Caratterizzazione sequenziale della continuita). Siano (X, dx) e
(Y, dy) due spazi metrici, sia f : X — Y una funzione e sia zy € X. Sono equivalenti
le seguenti due affermazioni:

A) f & continua in xo;
B) f & sequenzialmente continua in xy. Ovvero, per ogni successione (x,)pen in
X vale I'implicazione:
lim z, =2zpin X = lim f(z,) = f(xo) in Y.
n—oo n—oo

DimMm. La dimostrazione e identica a quella per la caratterizzazione sequenziale del
limite. ]

OSSERVAZIONE 2.3.4. Il punto B) del Teorema puo essere riassunto nel
seguente modo:

lim f(@n) = f( Jim 0.

n—o0

il limite “passa dentro ’argomento” di una funzione continua.

Per le funzioni f : X — R a valori reali si possono definire in modo naturale
le operazioni di somma, moltiplicazione e reciproco. Queste funzioni ereditano la
continuita delle funzioni da cui sono composte.

TEOREMA 2.3.5 (Operazioni sulle funzioni continue). Sia (X, dx) uno spazio me-
trico e sia R munito della distanza Euclidea. Siano f,g: X — R funzioni continue in
un punto zo € X. Allora:

i) La funzione somma f 4 g : X — R & continua nel punto x;
ii) La funzione prodotto f-¢g: X — R ¢ continua nel punto x;
iii) Se f # 0 su X, allora la funzione reciproca 1/f : X — R & continua in .

DiM. La dimostrazione segue dal Teorema[2.3.3|sulla caratterizzazione sequenziale
della continuita e dalle proprieta delle operazioni elementari rispetto alle successioni
numeriche. 0
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OSSERVAZIONE 2.3.6. Un’altra facile conseguenza del Teorema [2.3.3| ¢ la conti-
nuita della funzione composta: se (X, dx), (Y, dy), (Z, dz) sono spazi metrici, f : X —
Y ¢ continua in xyp € X e g : Y — Z ¢ continua in f(xy) € Y, allora la funzione
composta go f : X — Z risulta continua in zy. Si veda anche il Teorema [2.5.2

EsErcizio 2.3.7. Siano (X, d) uno spazio metrico discreto ed R munito della
distanza standard. Provare che se f : R — X ¢ una funzione continua allora deve
necessariamente essere costante.

Soluzione. Fissiamo un punto zy € R. Siccome f ¢ continua, per ogni € > 0 esiste
d > 0 tale che f(B(zo,d)) C Bx(f(zo),e) = {f(z0)} se 0 < e < 1. In altri termini,
si ha f(x) = f(zo) per ogni x € (zg — 0,29 + 0). (Potremmo dire: f ¢ localmente
costante).

Vogliamo provare che f(z) = f(zo) per ogni x € R. Sia R € (0, 00| il seguente
estremo superiore:

R=sup{0>0: f(z)= f(zo) per ogni z € (xo — 8,20+ 0)}.
Se R = oo allora la tesi ¢ provata. Supponiamo per assurdo che 0 < R < oo e si
consideri la successione )
Tp=20+R——, n>1.
n

Siccome z,, < xp + R si ha f(z,) = f(zo), almeno definitivamente. D’altra parte,
essendo f continua si ha

f(wo) = Tim f(ea) = f( lim @) = f(xo + R).

In modo analogo si prova che f(zg — R) = f(zo). Ripetendo I'argomento iniziale di

continuita si deduce che esiste o > 0 tale che f(z) = f(xo) per ogni z € (zo — R —
d,z9 + R+ §). Questo contraddice la definizione di R. Quindi deve essere R = oc.

4. Trasformazioni lineari e continue

Siano (X, || - |lx) e (Y,| - |[y) due spazi normati reali. Per ogni trasformazione
(operatore) lineare T : X — Y definiamo

[T = sup [Ty

llzfl x <1
Se ||T'|| < oo diremo che T' & una trasformazione limitata e chiameremo ||T|| la norma
di 7. Indichiamo con
Z(X,Y)={T:X — Y |lincare ¢ limitata},

I'insieme delle trasformazioni lineari e limitate da X a Y. Con le naturali operazioni
di somma fra applicazioni e di moltiplicazione per uno scalare, Z(X,Y’) & uno spazio
vettoriale reale. Osserviamo che dalla definizione di ||T|| segue immediatamente la
disuguaglianza

(2.4.1) [Tlly <[ Tlll=llx, = <X

Proviamo che || - || & una norma:

i) Se T' = 0 ¢ l'applicazione nulla, allora ||| = 0. Se viceversa ||T'|| = 0 allora
dalla (2.4.1) segue che ||T'z||y = 0 per ogni € X, e quindi 7" = 0.
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ii) Per ogni A € R si ha
ATl = sup [|(AT)zlly = sup [|A(Tx)]ly = [A] sup [[Tz|y = |AT].

[zl x <1 ll=llx <1 ll=llx <1

iii) Infine verifichiamo la subadditivita. Se 7', S € Z(X,Y) allora
T+ S||= sup [[(S+T)x|y = sup [|Sz+Tx|y

llellx <1 llzllx <1
< sup |Szlly + [|T=|y < [IS]| + [IT1]-
Izl x <1

PrROPOSIZIONE 2.4.1. Sia T' : X — Y lineare. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:
A) T ¢ limitata,;
B) T & continua in 0;
C) T & continua da X a Y.

Dmm. A)=C). Se T ¢ limitata, allora per ogni punto zo € X si ha
[Tz — Taolly = |T(x — zo)lly < [|IT]/llz — zollx,

e quindi 7' e continua in xy. In effetti, 7" e Lipschitziana.
C)=-B) ¢ banale. Proviamo che B)=-A). Se T" ¢ continua in 0 allora per ogni ¢ > 0
(ad esempio per € = 1) esiste § > 0 tale che

|lz]|x <0 = |Tzlly <e=1

Dunque, se ||z||x < 1siha d||Tz|y = ||T(0z)||y <1, dacui | Tz|y < 1/0. Segue che
IT|| <1/6 < oc. O

OSSERVAZIONE 2.4.2. Alla luce della proposizione precedente, possiamo equiva-
lentemente definire

ZL(X,Y)={T: X — Y |lineare e continua}.

OSSERVAZIONE 2.4.3. Se X ¢ di dimensione finita, allora la linearita implica auto-
maticamente la continuita; si osservi che in questo caso I'immagine di un’applicazione
lineare e anch’essa di dimensione finita, percio non e restrittivo supporre che anche
Y sia di dimensione finita. La continuita segue allora dalla linearita osservando che
una trasformazione lineare T : R” — R e della forma

n
T(x) = E a;x;,
i=1
per opportuni aq,...,a, € R, ovvero ¢ un polinomio omogeneo di grado 1.

Quando X non e di dimensione finita, allora la linearita non implica la limitatezza
(Esercizi [4.4.21| e [4.4.23)).

EseEmpiOo 2.4.4. Sia X = (C([0,1]) munito della sup-norma e sia ¥ = R. La
trasformazione 7' : X — R

T(f) = / F(t)dt
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e lineare, in quanto l'integrale di Riemann e lineare. Inoltre, 7' ¢ ovviamente anche

limitato
=] [ s < [1swna < i
e dunque ¢ continuo, 7' € Z(X,R) = X*, dove con X* si indica il duale di X.

Gli argomenti di questa sezione e della precedente sono il punto di partenza del
corso di Analisi funzionale.

5. Caratterizzazione topologica della continuita

Concludiamo questo capitolo con un teorema importante: la caratterizzazione
topologica della continuita.

TEOREMA 2.5.1 (Caratterizzazione topologica della continuita). Siano (X,dx) e
(Y, dy) due spazi metrici e sia f : X — Y una funzione. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

1) f ¢ continua da X in Y;
2) f71(A) C X ¢ aperto in X per ogni aperto A C Y;
3) f71(C) C X & chiuso in X per ogni chiuso C C Y.

DiM. Nella dimostrazione useremo le seguenti relazioni insiemistiche, per una

funzione f: X — Y.
i) AC f~Y(f(A)) per ogni insieme A C X;
ii) f(f~'(B)) C B per ogni insieme B C Y
iii) X\ f1(B)= fY(Y \ B) per ogni BCY.

Proviamo l'implicazione 1)=-2). Verifichiamo che ogni punto zy € f~!(A) ¢ un
punto interno di f~'(A). Siccome A & aperto e f(xg) € A, esiste € > 0 tale che
By (f(z0),e) C A. Per la continuita di f esiste § > 0 tale che dx(z,z) < J implica
dy (f(x), f(zo)) < e. In altre parole, si ha f(Bx(x,0)) C By(f(x),€). Ma allora si
conclude che

Bx(x0,0) C fH(f(Bx(20,9)) C f~ (By(f(20),¢)) C f~(A).
Abbiamo usato i).
Proviamo l'implicazione 2)=-1). Controlliamo che f ¢ continua in un generico
punto zy € X. Fissato € > 0, 'insieme By (f(xg),¢) € aperto e quindi 'antimmagine
FY(By(f(xg),¢€)) ¢ aperta. Siccome xg € f~H(By(f(z0),€)), esiste 6 > 0 tale che

Bx(0,8) C f~(By(f(z0),¢)),

da cui, passando alle immagini, segue che

f(Bx(w0,0)) C f(f(By(f(x0),€))) C By(f(w0),e).

Abbiamo usato ii). La catena di inclusioni provata mostra che se dx(z,z) < ¢ allora
dy (f(x), f(zo)) < &, che & la continuita di f in .

Verifichiamo ad esempio 2)=-3). Sia C' C Y chiuso. Allora A =Y \ C ¢ aperto e
quindi f71(A) =YY\ C) = X\ f71(C) & aperto. Ovvero, f~1(C) & chiuso. O

E facile ora provare che la composizione di funzioni continue ¢ ancora una funzione
continua.
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TEOREMA 2.5.2. Siano (X, dx), (Y,dy) e (Z,dy) spazi metrici e siano f : X =Y
e g: Y — Z funzioni continue. Allora la composizione go f : X — Z ¢ continua.

Dim. Usiamo la caratterizzazione 2) di continuita del teorema precedente. Se A C
Z & un aperto allora g71(A) C Y & un aperto, e dunque (go f)~}(A4) = f1 (g7 (A)) C
X e un aperto. O
6. Esercizi
6.1. Insiemi aperti, chiusi e chiusura in R.

EsErcizio 2.6.1. Calcolare interno, chiusura e frontiera dei sottoinsiemi Q ed
R\ QdiR.

EsErcizio 2.6.2. Sia A C R un insieme con questa proprieta: per ogni n € Z
'insieme A N (n,n + 1) & chiuso. Provare che A ¢ chiuso.

Esercizio 2.6.3. Sia A C R il seguente insieme

A:{LER:m,nGZ}.
m2+n2+1

Calcolare la chiusura A C R rispetto alla distanza standard di R.

EsErcizio 2.6.4. Sia A C R il seguente insieme

A= {;—n GR:neNedizl,Q,...,Z”—l}
dove N = {0,1,2,...}. Calcolare la chiusura A.
EsErcizio 2.6.5. Calcolare tutti i punti di accumulazione dell’insieme A C R

A:{\/ﬁ—\/ﬁeR:m,nEN}.

ESERCIZIO 2.6.6. Si consideri 'insieme

Vn
A {\/m+\/ﬁ+1€R 1_m_n,m,nEN}

Provare che [1/2,1] C A.
ESERCIZIO 2.6.7. Si consideri 'insieme

A:{;—nGR:nGN,iGNtaleche?)"gigél"}.

Calcolare la chiusura A C R nella distanza standard.

ESERCIZIO 2.6.8. Provare che un insieme aperto A C R e 'unione al pitt numera-
bile di intervalli aperti disgiunti.

ESERCIZIO 2.6.9. Costruire un insieme F C R tale che Card(EF N A) = Card(E'N
A) = Card(R) per ogni insieme aperto non vuoto A C R. Sopra £/ = R\ F & il
complementare.

EsERrcI1z10 2.6.10. Sia A C R? insieme
A= {(x,y) Rzt +yt+ 2t -y’ < 1}.

i) Provare che A ¢ limitato;
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ii) Dire se A ¢ aperto e/o chiuso;

iii) Calcolare A, A e OA.

ESERcCIZIO 2.6.11. In R? con la distanza Euclidea consideriamo il cerchio aperto
A={zeR?: |z[ <1}. Allora:
i) A=A, infatti A ¢ aperto. B
ii) La chiusura di A & il cerchio chiuso A = {z € R?: |z| < 1}.
iii) La frontiera di A ¢ la circonferenza-bordo 9A = {z € R?: |z = 1}.

ESERCIZIO 2.6.12. Sia (2,)nen una successione di numeri complessi tale che lim |z,| =
n—0o0

00. Provare che il seguente insieme ¢ chiuso nella topologia standard di C:
A:{an(C:nEN}.

EsERrcizio 2.6.13. Siano C,C5 C R™ due insiemi chiusi. Provare che esistono
due insiemi aperti e disgiunti Ay, Ay C R™ tali che C; C Ay e C; C As.

6.2. Topologia di uno spazio metrico.

ESERCIZIO 2.6.14. Siano (X, d) uno spazio metrico e A C X un suo sottoinsieme.
Provare le seguenti affermazioni:
i) A & il piu grande insieme aperto contenuto in A;
ii) A e il piu piccolo insieme chiuso che contiene A.

ESERCIZIO 2.6.15. Siano (X, d) uno spazio metrico, A C X un insieme e x € X.

Provare che = € A se e solo se esiste una successione (z,),eny con z, € A per ogni

nGNtalechengx

n—oo
ESERCIZIO 2.6.16. Siano (X, d) uno spazio metrico ed A C X. Provare le seguenti
affermazioni:
i) Se A ¢ aperto allora int(0A) =
i) int(int(A)) = int(A) e A = A;
iii) A = int(A) UOJA.
ESERCIZIO 2.6.17. Sia (X, d) uno spazio metrico e siano A, B C X. Provare che:
i) AUB=AUB;
ii) AN B C AN B, con inclusione che puo essere stretta.

ESERCIZIO 2.6.18. Siano A C R"™ un insieme aperto limitato, x € A ed r C R"
una semiretta uscente da z. Provare che r NJA # ().

ESERcCIZIO 2.6.19. Sia (X d) uno spazio metrico. Per o € X ed r > 0 definiamo
z0) = {z € X 1 d(z,z0) <1},

xo) {z e X :d(z,xo) <7},

)=

(o {xEX d(x,xo) —7’}

Provare che 0B, (z) C S,(x¢) e che Br(xo) C K,(xp). Mostrare tramite esempi che
le inclusioni possono essere strette.
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6.3. Funzioni continue.

ESERCIZIO 2.6.20. Sia (X, d) uno spazio metrico discreto e sia R munito della
distanza standard. Provare che una qualsiasi funzione f : X — R ¢ continua.

EsERrcizio 2.6.21. Sia o > 0 un parametro fissato. La funzione f : R — R,
f(z) = |z|* & continua su R. Provare questa affermazione quando o = 1/2 usando la
definizione € — 9.

EsERcizio 2.6.22. Sia R munito della distanza sdtandard e sia f : R — R una
funzione continua. Provare o confutare tramite controesempi le seguenti affermazioni:
i) f(A) aperto = A aperto; ii) A aperto = f(A) aperto; iii) f(A) chiuso = A chiuso;
ii) A chiuso = f(A) chiuso.

ESERCIZIO 2.6.23. Sia f: R — R una funzione continua tale che |f(z) — f(y)| >
L|x — y| per qualche costante L > 0. Provare che f ¢ iniettiva e suriettiva su R e che
la sua inversa e una funzione continua.

ESERCIZIO 2.6.24. Stabilire se la funzione f: R — R, f(x) = {z}{—=z} (prodotto
delle due parti frazionarie) e continua e disegnarne il grafico.

Esercizio 2.6.25. Sia f : R — R una funzione con la seguente proprieta. Per
ogni successione limitata di numeri reali (a,),en si ha
f(limsupa,) = limsup f(a,).
n—oo n—oo

Provare che f € continua e monotona crescente.
ESERCIZIO 2.6.26. Sia f : R — R la funzione definita nel seguente modo:

0 sex e R\Q oppure z =0,
fl@)=4¢1 P .
sex == conp,q € Z,q>0, coprimi e x # 0.

q q

Calcolare l'insieme dei punti in cui f € continua (nella distanza standard).

ESERCIZIO 2.6.27. Sia f : [0, 1] — R una funzione limitata. Provare che le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

A) f & continua.

B) 11 suo grafico gr(f) = {(z, f(z)) € R* : x € [0,1]} & chiuso in R? rispetto alla
distanza standard del piano.

EseErcizio 2.6.28. Su R sia fissata la distanza standard. Provare le seguenti
affermazioni.

1) La funzione f : R — R, f(x) = /1 + 22, & uniformemente continua su R.

2) La funzione f : R — R, f(z) = y/|z|, ¢ uniformemente continua su R.
3) La funzione f: R — R, f(x) = z2, non & uniformemente continua su R.

EsERrcizio 2.6.29. Sia f : R — R una funzione e si considerino i seguenti insiemi
in R%:
A={(z,y) ER*:y > f(2)} e C={(z,y) eR*:y=> f(a)}.
Dimostrare o confutare le seguenti affermazioni:
1) Se f ¢ continua allora A ¢ aperto.
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2) Se A ¢ aperto allora f ¢ continua.
3) Se f & continua allora C' ¢ chiuso.
4) Se C' ¢é chiuso allora f ¢ continua.

Esercizio 2.6.30. Sia f : R — R una funzione continua e limitata. Provare che
I'equazione f(z) = x ammette almeno una soluzione z € R.

EsERCI1Z1O 2.6.31. Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici, f : X — Y una
funzione continua ed A C X. Provare che f(A) C f(A). Dare condizioni sufficienti
su A tali che si abbia f(A) = f(A).







CAPITOLO 3

Spazi metrici completi, compatti e connessi

1. Spazi metrici completi e teorema di completamento

In questa sezione proveremo che ogni spazio metrico ammette un’estensione che
lo rende completo.

DEFINIZIONE 3.1.1. Una successione (x,),en in uno spazio metrico (X, d) si dice
di Cauchy se per ogni € > 0 esiste n € N tale che

d(xy, ) < € per ogni n,m > n.

Uno spazio metrico (X, d) si dice completo se ogni successione di Cauchy in X e
convergente.

Sappiamo che R ¢ completo con la metrica standard. Da questo fatto segue che
R¥ & completo rispetto alla distanza Euclidea, per ogni k > 1.

ESEMPIO 3.1.2. Lo spazio k-dimensionale R¥, k € N, con la distanza standard &
completo. Infatti, se (z,)nen € una successione di Cauchy in R*, allora indicando con
2! la coordinata i-esima di z,, i = 1,..., k, la successione (2! ),en a valori reali ¢ di
Cauchy in R e dunque converge 2!, — ¢ € R. Posto z = (z!,...,2%) € R*, da questo
segue che x, — x in R¥:

: : - i i2) /2
Jim fo o] = Jim (3ot =) =0

Anche gli spazi metrici discreti (ovvero un insieme con la distanza discreta) sono
completi, in quanto le successioni di Cauchy sono definitivamente costanti.

Vogliamo introdurre ora la definizione di completamento di uno spazio metrico.
Ci occorre la nozione di isometria.

DEFINIZIONE 3.1.3 (Isometria). Siano (X, dx) e (Y,dy) due spazi metrici. Una
funzione f : X — Y si dice isometria se dy (f(x), f(2')) = dx(x,2") per ogni z, 2" € X.
Due spazi metrici X e Y si dicono isometrici se esiste un’isometria f : X — Y
suriettiva.

Osserviamo che un’isometria f : X — Y ¢ iniettiva e continua. Inoltre, la funzione
inversa f~': f(X) — X & ancora un’isometria, con la distanza su f(X) ereditata da
Y.

DEFINIZIONE 3.1.4 (Completamento). Sia (X, dx) uno spazio metrico. Uno spazio
metrico (Y, dy) si dice completamento di (X, dx) se:
i) Y & completo.
ii) Esiste un’isometria f : X — Y tale che f(X) = Y (con chiusura in Y),
ovvero se f(X) e un insieme denso in Y.

25
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EseEmMpPIO 3.1.5. Siano Q ed R muniti della distanza standard. L’identita f : Q —
R, f(z) = x ¢ un’isometria. Inoltre f(Q) = Q = R, in quanto i razionali sono densi
nei reali. Dunque R ¢ un (il) completamento di Q.

EsemMPIO 3.1.6. Consideriamo su R la funzione distanza d : R x R — [0, 00)
d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)|, z,y € R.

La funzione d ¢ una distanza. Infatti: i) d(xz,y) > 0 e d(z,y) = 0 se e solo se
x = y, essendo la funzione arcotangente iniettiva. ii) d(z,y) = d(y,z); iii) Vale la
disuguaglianza triangolare. Questo segue dalla subadittivita del valore assoluto.

Dunque, (R, d) € uno spazio metrico. Lasciamo al lettore 'esercizio di verificare
che la topologia di questo spazio metrico coincide con la topologia standard di R.

Proviamo che (R, d) non ¢ uno spazio metrico completo. Si consideri la successione
(@n)nen con a, = n. Questa successione e di Cauchy. Infatti, fissato e > 0 esiste n € N
tale che si ha

d(an, a,,) = |arctan(n) — arctan(m)| < | arctan(n) — 7/2| + |r/2 — arctan(m)| < ¢,

per n,m > n. Tuttavia, la successione (a,,)neny non converge ad alcune elemento di R.
Se infatti esistesse a € R tale che d(a,,a) — 0 per n — oo allora si avrebbe ’assurdo
seguente:

= lim |arctan(n) — arctan(a)| = |7/2 — arctan(a)| # 0.
n—oo
Discorso analogo vale per la successione b, = —n, n € N.

Costruiamo un completamento di (R,d). Sia Y = RU {oo} U {—00} e definiamo
dy(z,y) = |arctan(x) — arctan(y)|, z,y €Y,

con la convenzione che arctan(oo) = 7/2 e arctan(—oc) = —m/2. Chiaramente
(Y,dy) ¢ uno spazio metrico. Proviamo che ¢ completo. Se (a,)ne € una successione
di Cauchy in Y, allora la successione (b,,)nen con b, = arctan(a,) € una successione
di Cauchy in K = [—n/2,7/2] con la distanza standard, che quindi converge ad un
elemento b € K, essendo K chiuso. Siccome arctan : Y — K ¢ iniettiva e suriettiva,
esiste a € Y tale che arctan(a) = b. La successione (a,)nen converge allora ad a € Y
nella distanza dy-. L

La funzione f : R — Y, f(z) = = & un isometria e inoltre f(R) = Y. Questo
conclude la dimostrazione che (Y,dy) ¢ un (il) completamento di (R,d). Si osservi
che (Y, dk) € isometrico a K con la distanza standard.

L’esempio precedente mostra che la completezza non € una proprieta topologica,
ma metrica.

TEOREMA 3.1.7. Ogni spazio metrico ha un completamento. Inoltre, due diversi
completamenti sono fra loro isometrici.

DiM. Sia (X, dx) lo spazio metrico che si vuole completare. Alcuni dettagli della
dimostrazione saranno omessi. Lo schema generale ¢ il seguente:
(1) Costruzione dellinsieme Y.
(2) Definizione di dy e prova che si tratta di una distanza.
(3) Definizione dell'isometria f : X — Y e prova che f(X) =Y (densita).
(4) Verifica che (Y, dy) ¢ uno spazio metrico completo.
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(5) Prova dell’unicita del completamento.

(1) Sia &7 = {(@n)nen : (Tn)nen successione di Cauchy in X}. Introduciamo su
2/ la relazione

(Tn)nen ~ (2], )nen se e solo se lim dx(x,, ) = 0.
n—oo

Tale relazione ¢ un’equivalenza su 7 (verifica facile). Definiamo il quoziente
Y =) = {[(xn)nen] : (Tn)nen € & }.
Nel seguito indichiamo con & = [(x,,)nen] le classi di equivalenza.
(2) Definiamo la funzione dy : Y x Y — [0, 00)
dy(z,7') = 11113)10 dx(Tn, ).

Affermiamo che:

i) II limite esiste.
ii) La definizione non dipende dal rappresentante della classe di equivalenza
(prova omessa).
iii) dy verifica le proprieta della distanza (verifica facile).

Proviamo i). In questo punto cruciale si usa la completezza di R. E sufficiente
verificare che la successione reale (a,)nen con a, = dx(z,,x,) sia di Cauchy. Infatti:
|an — apm| < |dx (T, 7,) — dx (T, 23)| + |dx (T, 23,) — dx (T, 20,,)]

§ dX($n> mm) + dX(l{m [L’;n) S €
per m,n > n. Abbiamo usato la disuguaglianza triangolare varie volte.

(3) Definiamo la funzione f : X — Y ponendo f(x) = “successione costante

identicamente uguale ad z”. Proviamo che f(X) = Y. Siano gy € Y ed € > 0.
Siccome la successione (Y, )nen € di Cauchy:

dx (Y, yn) < € Per m,n > 0,
e dunque
dy (f(yn),y) = lim dx(ya, yn) < & < 2¢.
Questo prova che By (7,2¢) N f(X) # 0 per ogni € > 0.

(4) Proviamo ora che (Y, dy) ¢ completo. Sia (§*)ren una successione di Cauchy
in Y:
: k b\ _ g (k =h 7
lim dX(Z/n?Z/n) - dY<y Y ) < € per h‘yk > ka
n—oo
e dunque, definitivamente in n si ha
dx (v, yl) < e per h,k > k.

Questa e 'informazione che abbiamo.
Dal punto (3) segue che per ogni k € N esiste y, € X tale che dy (f(yx), ¥*) < 1/k,
ovvero definitivamente in n si ha

dx (yr, yn) < 1/k.
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Formiamo la successione (y)ren € proviamo che ¢ di Cauchy in X:

1 1 _
e ) < (o )+ (s 92)+dx(yl un) < -5+ < 32 per Jo = b (opportuno).

k
Sopra abbiamo fatto una scelta opportuna di n. Dunque y = [(yx)ken] € Y. Ora
proviamo che
—k (Yde) i.
k—o0

Fissiamo ¢ > 0. Allora, definitivamente in n si ha
1 _
dx (Y yn) < dxc (Yo u) + dxc (Yo, yn) < 7+ < 2e per k > k.

Questo prova che dy (7%, 7) < 2¢ per k > k.

(5) Rimane da provare 'unicita. Siano f: X — Y e g : X — Z isometrie tali che
f(X) =Y e g(X) = Z, con chiusura nelle topologie di Y e Z, rispettivamente. La
funzione h : g(X) — f(X), h= fog ' & un’isometria da (g(X),dz) a (f(X),dy) in
quanto f e g sono isometrie. Estendiamo h ad una funzione da Z in Y nel seguente
modo. Dato z € Z, per la densita esiste una successione (z,),ey in X tale che
g(x,) = zin Z per n — oo. La successione (f(z,))nen € di Cauchy in Y, in quanto
si ottiene dalla successione di Cauchy (g(x,))neny mediante h, e dunque converge ad
un elemento y € Y. Poniamo allora h(z) = y. Con un argomento analogo si prova

che h ¢ suriettiva su Y. La funzione h cosi definita ¢ un isometria su tutto Z:
dy (h(2),h(")) = lim lim dy(f(z,), f(z},)) = lim lim dz(g(z,),9(x),)) = dz(z,2").
n—00 M—>00 N—00 M—>00

Abbiamo usato la continuita della funzione distanza e il fatto che A € un’isometria su
9(X). O

2. Spazi di Banach. Esempi
Gli spazi di Banach sono spazi normati che sono completi come spazi metrici.

DEFINIZIONE 3.2.1 (Spazio di Banach). Uno spazio normato si chiama spazio di
Banach se € completo come spazio metrico.

Gli spazi normati finito dimensionali sono sempre di Banach. Sia (V)| - ||v) uno
spazio normato reale di dimensione finita n > 1. Fissiamo una base vy,...,v, di V.
La trasformazione ¢ : R" — V

p(z) =Y awvi, ©=(a1,...,2.) ER",
=1

e un isomorfismo vettoriale. Definiamo su R” la norma
Izl = lle(@)llv, = eR™

Verificare che ||-|| sia una norma su R™ ¢ un facile esercizio. Gli spazi normati (R", [|-||)
e (V]| - |lv) sono isomorfi come spazi vettoriali e isometrici, con isometria ¢, come
spazi metrici. Nel seguito, non ¢ dunque restrittivo limitare la discussione ad R".
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PROPOSIZIONE 3.2.2. Due norme || - ||y e || - ||2 su R" sono equivalenti. Ovvero,
esistono due costanti 0 < C; < (5 < oo tali che per ogni z € R” si ha

(3.2.2) Cillzlly < [[z]l2 < Callzllr.
DiM. Senza perdere di generalita, possiamo supporre che
n 1/2
Izl = || = (Za;?) , zER™
i=1

Affermiamo che la funzione f : R" — [0,00), f(z) = ||z||2, & continua rispetto alla
distanza standard di R™. Infatti, dalla subadditivita della norma segue segue

[f(@+h) = f@)] = [lz+ Rkl = llzlz] < [2ll2, @b eR™

D’altra parte, indicando con eq,...,e, la base canonica di R", si ha
Iolle = || D= b, < 37 Iaallleslle < M Ihl,
i=1 i=1 i=1
con M = max{|lei]2,-..,|lenll2}. Dunque, per ogni e > 0 esiste § > 0 tale che |h| <

implica ||h|2 < €, e quindi anche |f(z + h) — f(z)| < e. In effetti abbiamo provato
che f & uniformemente continua.

La sfera unitaria K = {z € R" : |x| = 1} & un insieme compatto, e quindi per
il Teorema di Weierstrass la funzione f : K — [0,00) ammette massimo e minimo:
esistono y, z € K tali che

0<Cr=ylz < zl2 < lzl2=C <00, ze€K.
La disuguaglianza generale (3.2.2)) segue per omogeneita. O
Dal fatto che R™ & completo per la distanza standard segue che tutti gli spazi

normati finito-dimensionali sono completi.

2.1. Funzioni continue su un compatto. Siano X un insieme ed f: X — R
una funzione. La “sup-norma” verifica le seguenti proprieta elementari:

1) Siha || f]|e < 00 se e solo se f & limitata su X.
2) Vale la subadditivita:
I+ gllse = sup [ f(z) + g(2)| < sup [f(z)] + |g(z)|
zeX rzeX
< sup | f(z)] + sup |g(x)| = [|flloc + lglloc-
zeX zeX

3) Sia K uno spazio metrico compatto e sia f € C(K) una funzione continua.
Per il Teorema di Weierstrass, la funzione z +— |f(z)| assume massimo su
K. Dunque, nella definizione di sup-norma il sup puo essere sostituito con
un max:

£ lloo = sup | f ()] = max|f(w)].
€K re

E immediato controllare che lo spazio vettoriale C'(K) & normato da || - [|sc.
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TEOREMA 3.2.3. Sia (K, d) uno spazio metrico compatto. Lo spazio X = C(K)
con la norma della convergenza uniforme:

11l = max|£(a)
€ uno spazio di Banach.

DiM. Sia (f,)nen una successione di Cauchy in X. Per ogni z € K fissato, la
successione ( f,,(x))nen € una successione di Cauchy in R e quindi e convergente. Esiste
un numero f(x) € R tale che f,(z) — f(x) per n — oo e risulta cosi definita una
funzione f : K — R. Proviamo che:

(3.23) Tim £, — £l = 0.
Per ogni € > 0 fissato, esiste n € N tale che per ogni z € K vale

|fu(x) — f(z)| <€ perm,n>n.

Facendo tendere m — oo e usando la convergenza f,,(x) — f(z) per m — oo si
ottiene, per ogni z € K,

|fu(z) = f(z)] < e perm,n >n.
Questo prova l'affermazione ((3.2.3)).
Per il Teorema [5.2.3] f: K — R e continua, ovvero f € X. [l

OSSERVAZIONE 3.2.4. Si noti che, nel Teorema [3.2.3] 'ipotesi di compattezza su
K serve unicamente a garantire che ogni f € C(K) verifichi || f||o < co. Si puo in
effetti dimostrare che, se E € un qualunque spazio metrico, allora lo spazio

Co(E) :={f € C(F): f ¢ limitata}
dotato della norma || f||~ € uno spazio di Banach.
2.2. Lo spazio C'(]0,1]). Lo spazio vettoriale
C*'([0,1]) = {f : [0,1] = R f & derivabile con continuita su [0, 1] }.

munito della norma

I lleroany = I lloo + 1 Nl
e uno spazio di Banach. Si veda I’Esercizio [4.4.2] In effetti, anche

A1 = 1O+ 1 oo

¢ una norma su C'([0,1]) che lo rende completo. Tale norma & equivalente alla
precedente.

2.3. Funzioni Lipschitziane. Sia A C R" un insieme. Per ogni funzione f :
A — R definiamo
[f(x) = f(y)

Lmﬁ%ﬂM{L>O: P

e diciamo che f e Lipschitziana su A se Lip(f) < oco. Posto L = Lip(f) avremo allora

[f(z) = f)| < Lz —yl, z,yecA
Dunque, le funzioni Lipschitziane sono uniformemente continue. L’insieme Lip(A)
delle funzioni Lipschitziane su A a valori in R™ ¢ un sottospazio vattoriale di C'(A).

<L, %yGAx#y}
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2.4. Spazi ?(R). Sia .’(R) l'insieme di tutte le successioni a valori reali x =
(x;)ien con x; € R per ogni i € N. L’insieme .#(R) ¢ in modo naturale uno spazio
vettoriale, che ¢ di dimensione infinita. Per 1 < p < oo definiamo

> /
Il = (S lel) " xe @,
i=1

Se la serie diverge, il significato & [|x||, = co. Quando p = oo definiamo
|x|lo = sup{|a;| : i € N}.

Chiaramente, ||x||o < 00 se e solo se la successione ¢ limitata.
Possiamo allora definire i seguenti sottoinsiemi di .7 (R)

P(R) = {x e S[R): [x[, < oo}.

(P(R) & uno spazio di Banach per ogni 1 < p < co. Qui ci limitiamo a verificare che
si tratta di spazi normati.

Siano 1 < p,q < oo tali che 1/p+ 1/q = 1 (esponenti coniugati di Holder). Se
x € /P(R) ey € t4(R) allora vale la seguente generalizzazione della disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz

(3.2.4) S i < xlllll
=1

con la serie a sinistra che converge assolutamente. La disuguaglianza vale anche nel
caso p =1 e ¢ = oco. Per provare la disuguaglianza (3.2.4)) si usa 1'Esercizio .

Ora proviamo che la norma || - ||, su ?(R) verifica la proprieta di sub-adittivita.
Infatti, per x,y € P(R) si ha

o0 o0

Dozl =l yil eyl < Lyl (] + ()

=1 =1 =1

= Z i+ P ] + Z lzi + wilP Myl usiamo (3.2.4)
=1 i=1
N - 1/a - _ 1/q
< sl (2 b4l 7)™ il (3 L - il 07)
=1 i=1

> 1/q
= (bl + vlla) (D s + ) ™
=1

Riordinando la disuguaglianza ottenuta si trova [|x 4+ y|l, < [|x||, + [|¥]],-
I casi p =2 e p = co hanno un’importanza speciale. Nel caso p =2 si haqg=2,e
su ¢*(R) si puo introdurre il prodotto scalare

(x,y)2 = inyi, x,y € *(R).
i=1

Allora si ha [|x|l2 = 1/(x,X)2 e vale la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

[ ¥)2] < lIxll2llyll2-
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Lo spazio /*(R) ¢ uno spazio di Hilbert (secondo la seguente definizione) di dimensione
infinita.

DEFINIZIONE 3.2.5. Sia V' uno spazio vettoriale reale dotato di prodotto scalare
(-,-). Diciamo che V' & uno spazio di Hilbert se V', dotato della norma associata al
prodotto scalare, risulta uno spazio di Banach (ovvero completo).

Mentre ¢P(R) & separabile per ogni 1 < p < oo, lo spazio {*°(R) non ¢ separabile.
Si tratta di uno spazio di Banach enorme che contiene tutti gli spazi metrici separabili.

3. Compattezza sequenziale e compattezza sono equivalenti
Sia (X, d) uno spazio metrico.

DEFINIZIONE 3.3.1 (Insiemi sequenzialmente compatti). Un sottoinsieme K C X
si dice sequenzialmente compatto se ogni successione di punti (x,)nen in K ha una
sottosuccessione che converge ad un elemento di K.

Gli insiemi sequenzialmente compatti sono chiusi e limitati. Ricordiamo che un
insieme K C X si dice limitato se esistono xg € X ed r > 0 tali che K C B,(x0)
(equivalentemente: per ogni zg € X esiste r > 0 tale che K C B,(zy)).

PROPOSIZIONE 3.3.2. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia K C X un sottoinsieme
sequenzialmente compatto. Allora K e chiuso e limitato.

DiM. Proviamo che K = K. Per ogni € K esiste una successione (,,)pey in K
che converge ad . Questa successione ha una sottosuccessione (z,,;);en che converge
ad un elemento di K. Ma questo elemento deve essere x, che quindi appartiene a K.

Supponiamo per assurdo che K non sia limitato. Allora esiste un punto xq € X
tale che K N (X \ B.(z9)) # 0 per ogni r > 0. In particolare, con la scelta r = n € N
esistono punti x,, € K tali che d(z,,x¢) > n. La successione (x,)nen € in K. Quindi
esiste una sottosuccessione (z,,);en convergente ad un elemento € K. Ma allora

d(l’,xo) > d(l‘07$nj) - d(mnjvm) > n; — d(mnjvx) — 0

per j — oo. Questo ¢ assurdo perche d(z,xy) < 0. O

Esemp1O 3.3.3. Sia X = R con la distanza standard e sia K C R un insieme non
vuoto. Se K ¢ limitato, allora dal Teorema di Bolzano-Weierstrass segue che ogni
successione in K ha una sottosuccessione convergente. Se K e anche chiuso, allora il
limite di questa successione e un elemento di K.

Dunque, un sottoinsieme K C R chiuso e limitato e sequenzialmente compatto.
Il viceversa vale per la proposizione precedente.

TEOREMA 3.3.4 (Heine-Borel). Sia R™, m > 1, munito della distanza standard e
sia K C R™ un insieme. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) K & sequenzialmente compatto;
B) K ¢ chiuso e limitato.

DiM. Proviamo l'affermazione B)=-A). Sia (z,,),en una successione di punti in K.
Scriviamo le coordinate x,, = (z.,...,2™). La successione reale (z),en ¢ limitata

e dunque ha una sottosuccesione (x}lj)jeN convergente ad un numero ! € R. La
successione (foJ )jen € limitata e quindi ha una sottosuccessione convergente ad un
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numero z? € R. Si ripete tale procedimento di sottoselezione m volte. Dopo m

sottoselezioni successive si trova una selezione crescente di indici j + k; tale che
ciascuna successione di coordinate (x}cj)jeN converge ad un numero z* € R, i =
1,...,m. Ma allora (xy,);en converge a x = (z',...,2™) € R™. Siccome K & chiuso,
deve essere z € K. U

EsEmPIO 3.3.5. Sia (?(R) con la distanza data dalla norma naturale introdotta
nell’Esempio [1.3.2l Consideriamo 'insieme

K = {X € *(R): ]| 2@ < 1}.
L’insieme K ¢ chiaramente limitato. Inoltre ¢ chiuso, in quanto e I’anti-immagine del
chiuso (—oo, 1] C R rispetto alla funzione continua f : (#(R) — R, f(z) = ||x]|e2(r)-
Mostriamo che K non & sequenzialmente compatto. Indichiamo con e, € /*(R)
la successione (ay)gen tale che ap = 1 se k = n e ay = 0 se k # n. La successione

(en)nen € in K ma non puo avere alcuna sottosuccessione convergente, in quanto per
m # n si ha

||en — em||42(R) = \/§

Una sottosuccessione convergente dovrebbe essere di Cauchy, e questo non e possibile.

La definizione di insieme compatto ¢ puramente topologica (basta poter parlare
di insiemi aperti).

DEFINIZIONE 3.3.6 (Ricoprimento e sottoricoprimento). Una famiglia di insiemi
{Aus}acw, con A, C X si dice un ricoprimento di un insieme K C X se

K c | A
aEd

Il ricoprimento si dice aperto se A, € un insieme aperto per ogni a € 7.
Sia ora # C /. La famiglia di insiemi {Ag}ses si dice un sottoricoprimento del
ricoprimento {A, }ac se risulta ancora

K C U Aﬁ.
BeA

Il sottoricoprimento si dice finito se Card(#) < oo.

DEFINIZIONE 3.3.7 (Insieme compatto). Un sottoinsieme K C X si dice compatto
se ogni ricoprimento aperto di K possiede un sottoricoprimento finito.

Esempio 3.3.8. Sia X = R con la distanza standard. L’intervallo aperto A =
(0,1) non ¢ compatto. Infattila famiglia di insiemi {A,, }nen con 4,, = (1/n,1) forma
un ricoprimento di A in quanto

A={J/n,0).

Da tale ricoprimento, tuttavia, non e possibile estrarre alcun sottoricoprimento finito.
Chiaramente, I'insieme A non e sequenzialmente compatto, in quanto non e chiuso.
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Sia ora B = [0,00). Questo intervallo & chiuso, ma non & compatto. Infatti, la
famiglia di insiemi {B,, },en con B,, = (—1,n) forma un ricoprimento di B in quanto

B C G(—l,n).

Da tale ricoprimento, tuttavia, non e possibile estrarre alcun sottoricoprimento finito.
Chiaramente, I'insieme B non e sequenzialmente compatto, in quanto non e limitato.

Negli spazi metrici, le nozioni di compattezza e di compattezza sequenziale coin-
cidono.

TEOREMA 3.3.9. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia X' C X. Sono equivalenti le
seguenti affermazioni:

A) K & sequenzialmente compatto.
B) K & compatto.

Una versione piu dettagliata di questo teorema sara data nel Teorema |3.4.2]

DEFINIZIONE 3.3.10 (Spazio separabile). Uno spazio metrico (X, d) si dice sepa-
rabile se esiste un sottoinsieme Xy C X tale che Xy = X e X ¢ (al pitt) numerabile.

PropPoOsIZIONE 3.3.11. Gli spazi metrici compatti sono separabili.

DiM. Diamo lo schema della dimostrazione. Fissato r > 0, la famiglia di pal-
le (aperte) {B,(x) : * € X} ¢ un ricoprimento aperto di X che dunque ha un
sottoricoprimento finito.

Dunque, per ogni k € N esiste un insieme finito di punti 2%, . .. ,x’ﬁbk e X, n, €N,
tali che

ng
X = JBi(z}).
i=1

L’insieme di tutti i centri

0o Nk
Xo={J U=}
k=11i=1
e al pit numerabile ed e denso in X. O

4. Caratterizzazione degli spazi metrici compatti

Per il Teorema di Heine-Borel, un insieme K C R" ¢ compatto se e solo se e chiuso
e limitato. Una simile caratterizzazione smette di valere negli spazi di “dimensione
infinita”. Negli spazi metrici completi, tuttavia, la caratterizzazione continua valere
pur di sostituire la “limitatezza” con la “totale limitatezza”.

DEFINIZIONE 3.4.1 (Totale limitatezza). Uno spazio metrico (X,d) si dice to-
talmente limitato se per ogni r > 0 esistono x1,...,z, € X, n € N, tali che

X:U&m)

TEOREMA 3.4.2. Sia (X,d) uno spazio metrico. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:



4. CARATTERIZZAZIONE DEGLI SPAZI METRICI COMPATTI 35

i) X & compatto.

ii) Ogni insieme A C X con Card(A) = oo ha un punto di accumulazione.
ili) X e sequenzialmente compatto.
iv) X & completo e totalmente limitato.

Prima di iniziare con la dimostrazione ricordiamo il seguente fatto:

PROPOSIZIONE 3.4.3. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e siano K,, C X,
n € N, insiemi chiusi non vuoti tali che K,,;; C K, e diam(K,) — 0 per n — oo.
Allora esiste x € X tale che

() Kn = {z}.

DiM. Selezioniamo punti z,, € K,, # (), n € N, a nostro piacere. La successione
(Zn)nen di di Cauchy, infatti se m > n allora z,,, z,,, € K,, e dunque

d(xpm, x,) < diam(K,) < e

per ogni n € N sufficientemente grande. Per la completezza di X, esiste x € X tale
che x, — x per n — oo. Siccome x,, € K, per ogni m > n, dalla caratterizzazione
sequenziale della chiusura di K,, segue che x € K,,, per ogni n € N e dunque

o0
T € ﬂ K,.
n=1
Se, poi, y € un altro punto nell’interesezione, allora z,y € K,, per ogni n € N e dunque
d(z,y) < diam(K,). Deve dunque esssere d(z,y) = 0, ovvero = = y. O

Dim. [Dimostrazione del Teorema [3.4.2]] i) =-ii). Sia X compatto e sia A C X
un sottoinsieme con cardinalita Card(A) = oco. Supponiamo per assurdo che A non
abbia punti di accumulazione. Allora per ogni x € X esiste r, > 0 tale che

B, (x)\ {z} N A=0.

Dal momento che X = U B,,(x) & un ricoprimento aperto, dalla compattezza di X
zeX

n
segue che esistono finiti punti zy,...,z, € X tali che X = U B, (x;). Da cio segue
i=1
che
n

A=AnX =JAnB,, (x;) c | J{z:},
i=1 i=1
ed A ¢ un insieme finito. Questo ¢ assurdo.

ii) =1iii). Sia (z,)nen una successione in X. Se la cardinalita dell'insieme A =
{z, € X : n € N} ¢ finita allora la successione (x,),eny ha una sottosuccessione co-
stante. Se la cardinalita di A non e finita, allora esiste z € X punto di accumulazione
di A. Allora per ogni k € N esiste n, € N tale che z,, € By/(x). Inoltre, la scelta
di n; puo essere fatta in modo tale da avere una selezione crescente di indici k& +— ny,.
La sottosuccessione (x,, )ren converge ad .
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iii) =-iv). Proviamo che X & completo. Sia (z,)neny una successione di Cauchy.
Per ipotesi esiste una sottosuccessione (@n, Jken che converge ad un punto z € X. Ma
allora, fissato € > 0 esistono n, k € N tali che

d(z,x,) < d(z,zp,) + d(xp,, x,) < 26

non appena k > k e n,n, > n. Questo prova che x, — z in X per n — o0o.
Proviamo che X e totalmente limitato. Supponiamo per assurdo che esista r > 0
tale che non ci sia un ricoprimento finito di X con palle di raggio r.
Prendiamo z; € X, 25 € X \ B,(z1) e per induzione
n—1
zn € X\ | Br(a:).
i=1
La successione (z,)nen verifica d(x,,x,,) > r per ogni n # m, e dunque non puo
avere sottosuccessioni convergenti.

iv) =1i). Questa ¢ la parte piu significativa della dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che X non sia compatto. Allora ¢’¢ un ricoprimento
aperto di X, sia esso { A, }acw, che non ha alcun sottoricoprimento finito.

Per la totale limitatezza, esistono palle Bi,...,B) di raggio 1 tali che X =
U, B}. Senza perdere di generalita possiamo supporre qui e nel seguito che le palle
siano chiuse. In particolare, esiste una palla B}l, 1 <41 < ny, che non e ricoperta da
un numero finito di aperti A,. L’insieme Bil1 e totalmente limitato, e quindi esistono
palle B, ..., B2 relative a B} diraggio 1/2 tali che B} C |J;?, B?. Esiste un insieme
Bf2 che non puo essere ricoperto da un numero finito di insiemi aperti A,.

Ora procediamo per induzione. Per ogni k£ € N esiste una palla chiusa Bfk relativa
a Bf;j, con raggio 1/k che non puo essere ricoperta con un numero finito di insiemi
aperti A,.

Poiche X & completo, la successione decrescente di insiemi chiusi (B )ren ha
intersezione non vuota. Dunque esiste un unico x € ﬂzozl Bi’“k. D’altra parte, x € A,
per qualche o € &7 ed esiste dunque r > 0 tale che B,(x) C A,. Se ora k € N ¢ tale
che 1/k < r/2 allora Bf C B,(x) C Aa. Questa ¢ una contraddizione, perche Bf
non puo essere ricoperto da un numero finito di insiemi A,. 0

5. Continuita e compattezza
Proviamo che le immagini continue di insiemi compatti sono insiemi compatti.

TEOREMA 3.5.1. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici e sia f : X — Y una
funzione continua. Se X ¢ compatto allora f(X) C Y ¢ compatto in Y.

DiMm. Sia (Ay)acr un ricoprimento aperto di f(X). Precisamente, gli insiemi
A, C Y sono aperti e

fx) c | 4.
acd
Passando alle anti-immagini si ha

X = (U ) = U .

acd acd
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L’inclusione centrale ¢ in effetti un’uguaglianza di insiemi. Gli insiemi f~!(4,) C X
sono aperti, in quanto f € continua. Siccome X e compatto esiste # C &/ con

Card(#) < oo tale che

X = f'(4s).

BER

Passando ora alle immagini si ottiene

rx) = (U @) = U ro ) e U 4s

Be# Be# Be#

Dunque, ogni ricoprimento aperto di f(X) ha un sottoricoprimento finito. Questo
termina la dimostrazione.

Alternativamente, si pud provare che f(X) C Y & sequenzialmente compatto. Sia
(Yn)nen una successione in f(X). Esistono punti z, € X tali che f(z,) = y,, n € N.
La successione (z,)nen ha una sottosuccessione (z,;)jen che converge ad un punto
xo € X. Siccome f e continua si ha

lim f(zn,) = f (o).
j—00

In altri termini, y,, — f(zo) € f(X) per j — oo. O

OSSERVAZIONE 3.5.2. Un insieme K C R compatto (e non vuoto) ammette
massimo e minimo. La prova e contenuta nella dimostrazione del seguente teorema.

TEOREMA 3.5.3 (Weierstrass). Sia (X, d) uno spazio metrico compatto e sia f :
X — R una funzione continua. Allora esistono xg, x; € X tali che

f(a0) = min f(2) = min{f(«) € R: 2 € X},
f(zy) = rilggcf(x) =max{f(z) e R: 2z € X}.

Dim.Per il teorema precedente, I'insieme f(X) C R e compatto. Per il Teorema
di Heine-Borel I'insieme f(X) & pertanto chiuso e limitato. Essendo limitato, esistono
finiti
—oo < inf f(z) <sup f(z) < co.
reX zeX
Essendo chiuso, I'insieme f(X) C R ha minimo e massimo, ovvero esistono xg, z; € X
tali che

f(xo) = min f(x), f(x1) = max f(z).

rzeX zeX

O

DEFINIZIONE 3.5.4 (Uniforme continuita). Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi me-
trici e sia A C X. Una funzione f : A — Y si dice uniformemente continua su A se
per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni =, zy € A vale 'implicazione

dx(l',l'o) <0 = dy(f(l'), f(l’o)) < €.
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OSSERVAZIONE 3.5.5 (Continuita e continuita uniforme). Confrontiamo la defini-
zione di “continuita uniforme su A”:

Ve>030 > 0Vz,z0 € A:  dx(z,x0) <0 = dy(f(z),f(x0)) <e,
con la definizione di “continuita in ogni punto xg € A”:
Veg € AVe >030 >0V € A: dx(z,x9) <d = dy(f(x),f(x)) <e.

In quest’ultima definizione, § = §(xg) > 0 dipende dal punto xg € A. Nella continuita
uniforme su A, invece, 6 non dipende da z.

TEOREMA 3.5.6 (Heine-Cantor). Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici e sia f :
X — Y continua. Se X e compatto allora f e uniformemente continua su X.

Dim. Fissiamo € > 0 e cerchiamo il § > 0 che garantisca 'uniforme continuita.
Siccome f ¢ continua su X, per ogni T € X esiste §(Z) > 0 tale che dx(z, %) < 6(z)
implica dy (f(z), f(Z)) < £/2. Chiaramente si ha

X = U Bsz)/2(7),
zeX
e quindi per la compattezza esistono finiti punti xq,...,z, € X tali che, posto r; =

d(x;)/2, si ha

n

X =B (x).

i=1
Scegliamo 0 = min{ry,...,r,} > 0. Siano ora z,zy € X tali che dx(z,zo) < 6. Per
la proprieta di ricoprimento, esiste i = 1,...,n tale che zg € B,,(x;). D’altra parte,

si ha anche
dx(x,x;) < dx(z,x0) + dx(xo,2;) < I +1; < 2r; =0(x;).

In altri termini, z, 9 € Bj(g,)(2;) e quindi

dy (f(@), f(a0)) < dy (F(2), () +dy (F(). J(w0) < S+ 5 = <.

Questo termina la dimostrazione.

Una dimostrazione alternativa si puo ottenere lavorando con la compattezza se-
quenziale. Per assurdo si suppone che esistano € > 0 e successioni (2, )nen € (Yn)nen
in X tali che per ogni n € N sia

A yn) < = ma dy(f(ra), fu) 2 € > 0

Si estraggono sottosuccessioni (2, )jen € (Yn;)jen che convergono in X a punti zg, yo €
X, rispettivamente. Dalla disuguaglianza a sinistra si deduce che deve essere xy = 1.
Dalla continuita si trova

lim dy (f (wn; ), f(yn;)) = dy (f (20), f(20)) = 0,

Jj—00

e questo ¢ in contraddizione con la disuguaglianza a destra. 0
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6. Insiemi connessi

In questa sezione introduciamo la nozione di spazio metrico connesso e di insieme
connesso in uno spazio metrico. Poi esaminiamo il legame fra connessione e continuita.

DEFINIZIONE 3.6.1 (Spazio connesso). Uno spazio metrico (X, d) si dice connesso
se: X = A; U A, con A;, Ay insiemi aperti tali che A; N Ay = () implica che A; = ()
oppure Ay = .

Se X non e connesso allora esistono due insiemi aperti disgiunti e non-vuoti A; e
A tali che X = AjUA,. Quindi A; = X'\ Ay e Ay = X'\ A; sono contemporaneamente
aperti e chiusi. Se X ¢ connesso () e X sono gli unici insiemi ad essere sia aperti che
chiusi (questa ¢ una definizione equivalente di spazio metrico connesso).

Sia (X, d) uno spazio metrico e sia Y C X un suo sottoinsieme. Allora (Y,d) ¢
ancora uno spazio metrico che avra la sua topologia 7(Y), che si dice topologia indotta
da X su 'Y o topologia relativa.

EsErcizio 3.6.2. Sia Y C X con la topologia relativa. Provare che un insieme
A C Y e aperto in Y se e solo se esiste un insieme B C X aperto in X tale che
A=Y nNB.

EsEmMPIO 3.6.3. Sia X =ReY = [0, 1]. L’insieme [0,1/2) C [0, 1] & relativamente
aperto in [0, 1] in quanto [0,1/2) = [0,1] N (—o0,1/2).

DEFINIZIONE 3.6.4. Sia (X, d) uno spazio metrico. Un sottoinsieme Y C X si dice
connesso se ¢ connesso rispetto alla topologia indotta. Precisamente, Y ¢ connesso
se: Y= (Y NA)U((Y NAy) con Ay, Ay aperti di X e unione disgiunta implica che
Y NA =0 oppure Y N Ay = 0.

Ricordiamo che un insieme I C R e un intervallo se e solose z,y € [ ex < 2 <y
implicano che anche z € 1.

TEOREMA 3.6.5. Sia R munito della distanza standard e sia I C R. Sono
equivalenti:

A) I ¢ connesso.
B) I & un intervallo.

DiM. A)=-B). Se per assurdo I non ¢ un intervallo allora esistono punti z < z < y
tali che z,y € I ma z ¢ I. Allora si ha

I=(INn(-00,2))U(IN(z00))
con unione disgiunta e I N (—o0,z) # 0, I N (z,00) # () aperti relativi non vuoti.
B)=-A). Proveremo, ad esempio, che I'intervallo I = [0, 1] & connesso. Sia
I=(INnA)U(INA)

con unione disgiunta e Ay, A C R aperti di R. Siccome 0 € I = [0, 1] avremo ad
esempio 0 € A;. Nostro obiettivo ¢ di provare che I N Ay = ().
Definiamo il numero

z=sup{z€[0,1]:[0,z) CINA}ER,

che esiste finito per I’Assioma di Completezza.
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Deve essere T < 1 ed inoltre z > 0, perche, essendo A; aperto esiste § > 0 tale
che [0,0) C A;. Proviamo che & ¢ A,. Se fosse T € A, allora, essendo A, aperto,
esisterebbe ¢ > 0 tale che 0 < T — ¢ € I N Ay. Dalla definizione di Z si ha anche
T—e € A;equindi INA;NAy # (0. Questo non ¢ possibile perche I'unione ¢ disgiunta.
Quindi deve essere T € I N Aj.

Se, poi, fosse & < 1 allora esisterebbe 6 > 0 tale che [z,Z + §) C A;. Questo

contraddice la definizione di . Quindi z = 1 e dunque I C A;. Da questo si deduce
che I N Ay = (. Altrimenti si avrebbe (I N A;) N (1N Asg) # 0. O

EsEMPIO 3.6.6. Riportiamo senza prove alcuni fatti elementari:

1) R™ & connesso per ogni n > 1.

2) R™\ {0} & connesso per n > 2 ma non € connesso per n = 1.
3) R\ {x € R": z,, = 0} non & connesso, n > 1.

4) R"\ {z € R" : |x| = 1} non ¢ connesso, n > 1.

Il punto 1) seguira dal fatto che R™ & connesso per archi.
Ora mostriamo che I'immagine continua di connessi € connessa.

TEOREMA 3.6.7. Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e sia f : X — Y
continua. Se X & connesso allora f(X) C Y & connesso.

DiM. Siano A, Ay C Y insiemi aperti tali che
FX) = (f(X)NMA) U (f(X) N A)
con unione disgiunta. Allora
X = f71AX) = AU NAY U (F(X) N Ay))
= [T N AN U fTHAX) N A))
= (XN AU N (A) =

L’ultima unione & disgiunta e gli insiemi f~'(A ) f-
continua. Siccome X & connesso deve essere f~'(A

H
Dunque, si ha f(X) N A; = 0 oppure f(X) N Ay = 0.

YA U fH(Ag).

1( 2) sono aperti perche f e
1) = 0 oppure f1(Ay) = 0
U

DEFINIZIONE 3.6.8 (Spazio connesso per archi). Uno spazio metrico (X, d) si dice
connesso per archi se per ogni coppia di punti x,y € X esiste una curva continua
v :[0,1] = X tale che v(0) =z e y(1) = y.

TEOREMA 3.6.9. Se uno spazio metrico (X,d) ¢ connesso per archi allora ¢
connesso.

DiM. Supponiamo per assurdo che X non sia connesso. Allora esistono due aperti
Ay, Ay disgiunti e non vuoti tali che X = A; U Ay. Siano ¢ € A e y € Ay, e sia
7 :[0,1] — X una curva continua tale che 7(0) = z e 7(1) = y. Ma allora

[07 1] = ([07 1] N 7_1(141)) U ([07 1] N ’7_1(142))

con unione disgiunta e y~1(A4;)) e y7'(Ay) aperti non vuoti relativi a [0, 1]. Questo &
assurdo perche [0, 1] & connesso. O
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EsERcizio 3.6.10. Si consideri il seguente sottoinsieme del piano:
A= {(z,sin(l/z)) e R* 1z € (0,1]} U{(0,y) e R? : y € [-1,1]}

con la topologia indotta dal piano. Provare che A & connesso ma non ¢ connesso per
archi.

TEOREMA 3.6.11 (Valori intermedi). Sia A C R un intervallo e sia f : A — R
una funzione continua. Allora per ogni y € (inf f,sup, f) esiste un punto = € A
tale che f(z) =y.

DiM. Infatti l'insieme f(A) C R & connesso e quindi ¢ un intervallo e quindi
y € (infa f,sup, f) implica che y € f(A). O

TEOREMA 3.6.12 (degli zeri). Sia f : [a,b] = R, —00 < a < b < 00, una funzione
continua tale che f(a) < 0 ed f(b) > 0. Allora esiste = € (a,b) tale che f(z) = 0.

Dim. Segue dal Teorema dei valori intermedi osservando che inf4 f < f(a) <0 <
f(b) <supy f. O

EsErci1z1o 3.6.13. Sia f : [0,1] — R una funzione continua e iniettiva. Provare
che f([0,1]) C R & un intervallo compatto e che la funzione inversa f~!: f([0,1]) —
[0, 1] & continua.

TEOREMA 3.6.14. Sia A C R™ un aperto connesso (non vuoto). Allora A ¢
connesso per archi.

DiM. Dimostreremo un’affermazione piu precisa: A € connesso per curve poligo-
nali. Sia o € A un punto scelto a nostro piacere. Definiamo il seguente insieme

A= {x € A : x si connette a xg con una curva poligonale contenuta in A}.

Proviamo che A; & aperto. Infatti, se x € A; C A allora esiste € > 0 tale che
B.(z) C A, in quanto A ¢ aperto. Ogni punto di y € B.(z) si collega al centro x
con un segmento contenuto in A. Dunque y si collega a zy con una curva poligonale
contenuta in A, ovvero B.(z) C A;.

Sia Ay = A\ A;. Proviamo che anche A, ¢ aperto. Se x € Ay, C A allora esiste
e > 0 tale che B.(xz) C A. Affermiamo che B.(x) C A. Se cosi non fosse troveremmo
y € B.(x)NA;. Il punto z si collega a y con una curva poligonale in A ed y si collega
ad z con un segmento contenuto in A. Quindi x € A;, che non e possibile. Questo
argomento prova che As e aperto. Allora abbiamo

A=A1UA,

con Aj e Ay aperti ed unione disgiunta. Siccome A e connesso, uno degli aperti deve
essere vuoto. Siccome A; # () allora Ay = (). Questo termina la dimostrazione. O
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7. Esercizi
7.1. Spazi metrici completi.

EsERC1Z10 3.7.1. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia d la distanza su X definita

da
d<x>y)
__any .
5(x,y)—1 iy T,y € X

1) Provare che (X,d) e (X,d) hanno la stessa topologia (ovvero: un insieme
A C X ¢ aperto relativamente a d se e solo se lo ¢ relativamente a 0).
2) Provare che (X, d) ¢ completo se e solo se (X, ) ¢ completo.

ESERCIZIO 3.7.2. Definiamo le funzioni | - |1, | - [ : R™ — [0, 00)
|zl = |21 + .o 4 |xn], %] = max{|zq], ..., |2al}, = (21,...,2,) € R™.

Provare che (R™,|-|1) e (R™, |- |w) sono spazi normati e che come spazi metrici sono
completi.

EsErci1z1o 3.7.3. Sia V = C([0,1]). 1) Provare che la funzione || - |2 : V x V —

[0,00) cosi definita
1 1/2
= 2d
£l = ( [ 1r@)pas)

¢ una norma su V. Provare preliminarmente che per ogni f,g € V vale la disugua-
glianza di Cauchy-Schwarz

| /Olf@)g(w)dw\ < | fl2llglls

2) Dire se il corrispondente spazio metrico & completo.

Esercizio 3.7.4. Sia (X,d) uno spazio metrico completo e sia (K, )neny una
successione di insiemi chiusi non vuoti tali che:

i) K,11 C K, per ogni n € N;
ii) lim diam(K,) = 0.
n—oo

Provare che esiste x € X tale che
() Kn = {z}.
n=1
Ricordiamo che il diametro di un insieme A C X ¢ diam(A) = sup d(z,y).
T,yeA
7.2. Completamento.
ESERcCIZIO 3.7.5. Definiamo la funzione d : R x R — [0, 00)
d(z,y) =le" —¢eY|, z,y€R.

i) Provare che (R, d) ¢ uno spazio metrico.
ii) Provare che lo spazio metrico non ¢ completo.
iii) Determinare il completamento di (R, d).
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ESERCIZIO 3.7.6. Sia d : R x R — [0, 00) la funzione
d(xz,y) = arctan(|z — y|), =,y € R.
Provare che (R, d) & uno spazio metrico. Stabilire se tale spazio metrico & completo.

ESERCIZIO 3.7.7. Dopo aver determinato 'immagine della funzione ¢ : R — R?
() ( 2r  1—x?
z)=——,——
4 I+ 22 1+ 22
considerare lo spazio metrico (R, d) con la distanza
d(z,y) = le(x) —ey)l, =y eR.
i) Provare che d ¢ una metrica su R.
ii) Provare che (R, d) non & completo.
iii) Calcolare il completamento di questo spazio metrico.

), r € R,

Esercizio 3.7.8. Sia ¢ : R — R una funzione iniettiva e sia d : R x R — [0, 00)
la funzione
d(z,y) = o) — o), Ty €R.
i) Provare che (R, d) & uno spazio metrico.
ii) Provare che se p(R) C R ¢ chiuso, allora lo spazio metrico (R, d) ¢ completo.
iii) Provare che se (R, d) e completo, allora ¢(R) C R & chiuso.

Esercizio 3.7.9. Sia X = R\ {0}, consideriamo la funzione ¢ : X — R, p(z) =
1/z, e definiamo la funzione d : X x X — [0, 00)

d(z,y) = |p(z) = ¢(v)], w,y€X.
i) Provare che (X, d) & uno spazio metrico.

ii) Provare che lo spazio metrico non & completo.
iii) Calcolare il completamento di (X, d).

EsERrC1z10 3.7.10. Siano X = (—1,00) e d : X x X — [0, 00) la funzione

d(z,y) = ‘ log (H—$)

I+y
1) Provare che (X, d) ¢ uno spazio metrico.
2) Esibire un’isometria suriettiva ¢ : R — (X, d), d(p(t), o(s)) = |t — s/, con s,t € R.
3) Provare che (X, d) & uno spazio metrico completo.

, T,y €X.

7.3. Insiemi compatti in R".

ESERCIZIO 3.7.11. Siano m, k,n € Ncon m+k = n. Su R™, R* ed R® = R x R¥
fissiamo la distanza standard. Provare che se H C R™ ed K C RF sono compatti,
allora H x K C R" e compatto.

EsErc1z1o 3.7.12. Sia f :[0,00) — R la funzione

ar? —1
lol®) = i DTy 2%

e consideriamo l'insieme
Ko={2>0:-2< fo(z) <1} CR.

Per ciascun « > 0 stabilire se:
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i) K, ¢ aperto;
ii) K, ¢ chiuso;
iii) K, ¢ compatto.
ESERCIZIO 3.7.13. Sia (2,)nen una successione di numeri complessi tale che esista

il limite lim z, = z,, € C. Provare che il seguente insieme ¢ compatto nella topologia
n— o0

standard di C:
K={z,€C:neN}U{z}.

Provare I'affermazione sia con la definizione di compattezza per ricoprimenti sia con
la definizione di compattezza sequenziale.

ESERCIZIO 3.7.14. i) Provare che la circonferenza S' = {z € C : |z] = 1} ¢
connessa € compatta.
ii) Sia f : S' — R una funzione continua. Dimostrare che esiste un punto z € S

tale che f(z) = f(—=2).
EsERcIZIO 3.7.15. Si consideri la funzione f : R — R definita nel seguente modo:
/1
flz) = § vsin <E> x # 0,
0 xz = 0.
Stabilire se i seguenti sottoinsiemi di R sono sequenzialmente compatti
K={zeR:0< f(z)<2} e H={zeR: f(z)<1/2}.
ESERCIZIO 3.7.16. Stabilire se i seguenti sottoinsiemi H, K C R? sono compatti:

K:{(x,y)ER2:x4+y4—x2+y2§1},

H={(z,y) eR*: -1 <2’ +ay+y’ <1}

EsErcizio 3.7.17. Sia f : R — R continua. Supponiamo che esistano (anche
infiniti) e siano uguali i limiti

lim f(z) = lim f(z).

T—r00 T—r—00

Provare che f ha minimo oppure massimo assoluto.
ESERCIZIO 3.7.18. Sia A C R? il seguente insieme
A={(z,y) eR*:a* +y* -2 +y* < 0}.

1) Dire se A & compatto e/o connesso.
2) Dire se A ¢ compatto e/o connesso.

EseErcizio 3.7.19. Stabilire se linsieme K C R3 con la distanza Euclidea &
compatto

K:{(m,y,z)€R3:x2+y2+z§1, x+y2+22§1}.

Stabilire se K & chiuso e se € compatto.
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7.4. Insiemi compatti in spazi metrici.

EsErcizio 3.7.20. Sia (X,d) uno spazio metrico e sia K C X un sottoinsieme
chiuso. Provare che:

(1) Se X ¢ compatto allora anche K ¢ compatto.
(2) Se X ¢ completo allora anche K ¢ completo con la distanza ereditata da X.

EsERrc1z10 3.7.21. Sia (X, d) uno spazio metrico. Provare che:

i) Se {Kq}acw © una famiglia di compatti di X allora K = () ., K, ¢ com-
patto.

ii) Se Ki,...,K,, n € N, sono compatti di X allora K = K;U...UK, ¢
compatto.

ESERCIZIO 3.7.22. Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metrici e sia f : X — Y una
funzione biiettiva continua. Provare che se X e compatto allora la funzione inversa
f~1:Y — X ¢ continua.

EsERc1ZIO 3.7.23. Sia K C /%(R) I'insieme
1
K = {x € (*(R) : |z,| < = per ognin € N},
n
dove x = (x,,)nen. Provare che K & compatto.

ESERCIZIO 3.7.24. Sia X un insieme non vuoto e sia d : X x X — R la funzione

cosi definita:
0 sex=y,
dlz,y) = { 1 sex#uy.
) Provare che (X, d) ¢ uno spazio metrico.
) Descrivere le palle in X.
) Descrivere gli insiemi aperti.
) Caratterizzare gli insiemi compatti in X
) Caratterizzare gli insiemi connessi in X.
)

1
2
3
4
)
6) Provare che (X, d) e completo.






CAPITOLO 4

Teoremi di punto fisso, Ascoli-Arzela e Stone-Weierstrass

1. Teoremi di punto fisso

Sia X un insieme e sia 7" : X — X una funzione da X in se stesso. Siamo inte-
ressati all’esistenza di soluzioni x € X dell’equazione T'(z) = x. Un simile elemento
x € X si dice punto fisso di T.

1.1. Teorema delle contrazioni.

DEFINIZIONE 4.1.1 (Contrazione). Sia (X, d) uno spazio metrico. Un’applicazione
T : X — X e una contrazione se esiste un numero 0 < A < 1 tale che d(T'(z),T(y)) <
Ad(z,y) per ogni x,y € X.

Le contrazioni sono Lipschitziane e dunque uniformemente continue.

TEOREMA 4.1.2 (Banach). Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia T : X —
X una contrazione. Allora esiste un unico punto z € X tale che z = T'(x).

DiM. Sia zy € X un qualsiasi punto e si definisca la successione z,, = T"(zg) =
To...oT(xy), n-volte. Proviamo che la successione (z,)nen € di Cauchy. Infatti, per
la disuguaglianza triangolare si ha per ogni n,k € N

k k
ATk 20) <Y Aoy Tosn) = Y _ d(T" (o), T" (x0))
h=1 h=1

k 00
< d(T(x0), 20) D N1 < Ad(T (o), 20) D A
h=1 h=1
La serie converge e A" — 0 per n — 00, dal momento che A < 1. Poiche X & completo,

esiste un punto x € X tale che x = lim 7" (zo).
n—oo

Proviamo che x = T'(z). La funzione T : X — X & continua e quindi abbiamo
r = lim T"(z¢) = lim T(T" *(z0)) = T(lim 7" (x0)) = T(x).
n—o0 n—oo n—o0

Proviamo infine che il punto fisso ¢ unico. Sia z € X tale che z = T'(z). Allora
abbiamo

d(z,z) =d(T(x), T(z)) < Md(z,z) = d(z,z)=0,
perche A < 1, e quindi =z = Z. 0

La dimostrazione del Teorema di Banach e costruttiva e puo essere implementata
in un calcolatore.

TEOREMA 4.1.3. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia 7' : X — X un’ap-
plicazione tale che per qualche n € N l'iterazione T™ e una contrazione. Allora esiste
un unico = € X tale che v = T'(z).

47
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Dim. Per il Teorema di Banach esiste un unico z € X tale che 7" (z) = z. Allora,
per qualche 0 < A < 1, si ha

d(z, T(x)) = d(T"(2), T(T"(x))) = d(T"(x), T"(T(x))) < Ad(z, T(x)),

e quindi d(z,T(z)) = 0, che & equivalente a T'(x) = x.
Supponiamo che esista un secondo punto fisso y € X, con y = T'(y). Allora si ha
anche y = T"(y) e pertanto = = y, dall’'unicita del punto fisso di T™. O

1.2. Teoremi di Brouwer e di Schauder.

TEOREMA 4.1.4 (Brouwer). Sia K’ C R", n > 1, una palla chiusaesia7 : K — K
continua. Allora esiste x € K tale che T'(z) = x.

In questi casi, il punto fisso tipicamente non ¢ unico. Per n = 1 il teorema precedente
ha una dimostrazione elementare. Per n = 2, la dimostrazione migliore e si basa sulla
nozione di omotopia. Per n > 3, esistono dimostrazioni basate sull’omologia. Per
una dimostrazione analitica, si veda Evans, Partial Differential Equations, p.441. 11
Teorema di Brouwer si estende alla dimensione infinita.

TEOREMA 4.1.5 (Schauder). Sia (X, || -||) uno spazio di Banach e sia K’ C X un
insieme non-vuoto, chiuso e convesso. Sia T': K — K un’applicazione tale che:
i) T ¢ continua;
ii) T(K) C K & compatto.
Allora esiste € K tale che T'(z) = «.

Per una dimostrazione, si veda Evans, Partial Differential Equations, p.502.

2. Teorema di Ascoli-Arzela

Sia (X, d) uno spazio metrico compatto e sia C'(X) lo spazio delle funzioni continue
a valori reali con la norma

(4.2.5) 1F1 = 11 lloo = max | f(x)].

Sappiamo che C(X) ¢ uno spazio di Banach. In questa sezione caratterizziamo gli
insiemi compatti di C'(X).

DEFINIZIONE 4.2.1. Un insieme K C C(X) si dice equilimitato se esiste una
costante M > 0 tale che

sup [ f]| < M.
feK

L’insieme K si dice equicontinuo se per ogni € > 0 esiste > 0 tale che

d(z,y) <6 = sup|f(z)— f(y)] <e.
feK

TEOREMA 4.2.2 (Ascoli-Arzela). Siano (X, d) uno spazio metrico compatto e K C
C(X). Sono equivalenti:
A) K ¢ compatto;
B) K & chiuso, equicontinuo ed equilimitato.
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DimmM. A)=B) Se K ¢ compatto allora ¢ sicuramente chiuso. Inoltre per la ca-
ratterizzazione degli spazi metrici compatti, K ¢ totalmente limitato, e dunque ¢ a
maggior ragione equilimitato. Rimane da provare che K & equicontinuo.

Fissiamo € > 0. Dalla totale limitatezza di K segue che esistono f1,..., f, € K tali
che K C U, B(fi,¢€), con palle nella distanza di C'(X). Poiche ogni f; ¢ continua
su X che e compatto, allora ¢ anche uniformemente continua. E dunque possibile
trovare 0 > 0 tale che per ogni ¢ = 1,...,n si abbia

dz,y) <6 =|fi(z) - fily)| <e.

Data f € K risultera f € B(f;,e) per un qualche ¢ € {1,...,n}. Dunque, se
d(z,y) <6

[f(x) = fW)] < [f(@) = fil2)] + | filx) = fiw)] + [ fily) — f(y)] < 3e.
Questo prova la equicontinuita di K.

B)=-A) Data una successione ( f,)nen in K, vogliamo estrarre una sottosuccessione
convergente in K.

Poiche X & compatto, allora & separabile (Esercizio , e dunque esiste X, =
{2, € X : n € N} tale che Xy = X. Poiche sup e |f(21)| < M si possono trovare
a; € N ed una sottosuccessione (f!),en tali che f}(z;) — a@; € R. Analogamente
Sup,en | fL(x2)] < M e dunque si puo estrarre da f! una sottosuccessione f?2 tale che
fn2(l'2) — Qg € R.

Per induzione su k, si puo estrerre da (f*~1),cn una sottosuccessione (f¥),cn tale
che f¥(zy) — ap € R. In effetti, per ognii =1,...,% si ha

lim f(z;) = .
Con il procedimento di selezione diagonale si definisce la successione f,, = f n € N.
Dunque, f, ¢ definitivamente una sottosuccessione di ogni f* e pertanto per ogni
1 € N si ha

nll_{lolo Jn(2i) = o
Estendiamo la convergenza da Xy su tutto X utilizzando la continuita uniforme.
Mostreremo che la successione (fy,)neny © di Cauchy in C(X) e dunque converge
uniformemente ad una funzione (continua) f € K (infatti K ¢ chiuso).

Fissiamo ¢ > 0. Per la equicontinuita esiste § > 0 tale che |f,(z) — f.(y)| < ¢
per d(z,y) < § uniformemente in n € N. Dal momento che X = J;2, B(x;,0), per
compattezza ¢ possibile trovare un numero finito di centri Zy, ..., Z; tali che

k
X = JB(z:.0).
i=1
Per z; fissato, le successioni numeriche f,(z;) convergono, e dunque sono di Cauchy.
Poiche ve ne sono un numero finito e possibile trovare n € N tale che
|fn(Z:) — fin(Z:)| < e per ogni n,m >neperognii=1,... k.

Sia ora € X arbitrario. Esiste z; tale che x € B(Z;,d), e dunque
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pur di prendere m,n > n. Poiche la scelta di 7 non dipende da x questo prova che
| fn — fmll <3¢ per ogni n,m > n.

Con questo la dimostrazione del Teorema di Ascoli-Arzela e terminata. O

COROLLARIO 4.2.3. Siano (X,d) uno spazio metrico compatto ed (fi)reny una
successione di funzioni in C'(X) equicontinue ed equilimitate. Allora esistono f €
C(X) ed una sottosuccessione (fi,);jen tale che fi, — f uniformemente in X.

Dim. E’ facile verificare che, se A C C(X) ¢ una famiglia di funzioni equicontinue
ed equilimitate, allora la sua chiusura (nello spazio C'(X)) A ¢ ancora equicontinua ed
equilimitata. E’ allora sufficiente applicare il teorema di Ascoli-Arzela (unitamente

alla caratterizzazione degli spazi metrici compatti) alla chiusura di A := {f; : k € N}.
O

3. Teoremi di approssimazione di Stone-Weierstrass

In questa sezione studiamo il problema di approssimare le funzioni continue su un
compatto con funzioni speciali. Nel caso di un intervallo vorremmo approssimare una
funzione continua con polinomi oppure con funzioni trigonometriche.

Il prossimo teorema, che riportiamo per il suo interesse storico, e un caso speciale
del Teorema di Stone-Weierstrass.

TEOREMA 4.3.1 (Weierstrass I). L’insieme delle funzioni polinomiali sull’intervallo
[0,1] & denso rispetto alla convergenza uniforme nello spazio C([0, 1]) delle funzioni
continue.

Diu. Sia f € C([0,1]). E sufficiente provare che esiste una successione di polinomi
che converge uniformemente ad f su [n,1 —n] per n € (0,1/2). Per riscalamento e
traslazione, infatti, ci si riconduce a questo caso.

Per n € Nsia ¢, : [-1,1] = R, p,(x) = a(n)(1 — 2*)", dove la costante a(n) ¢
fissata dalla condizione

1
a(n)/ (1—2*)"dr = 1.
0
Per il punto (iii) dell’Esercizio |4.4.40| risulta

' 2 2 2n+1 m
4.3.6 1-— "dxr = in“""t9dy ~ | ——m—.
( ) /0 ( )" dx /0 sin 2n 1)

Per z € [0, 1] definiamo

fulz) = / F(E)pula — ) de.

La funzione f,(x) ¢ un polinomio di grado 2n nella variabile x.
Fissato € > 0, mostriamo che esiste n € N tale che per ogni n > 7 si ha

(4.3.7) sup | fu(2) = f(z)| <e.

x€[n,1-n]
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La funzione f ¢ limitata, |f(x)] < M per ogni x € [0,1], ed ¢ uniformemente
continua. Dunque esiste § € (0,7) tale che |f(x) — f(£)| < e per ogni |z —&| < J. Sia
x € [n,1 —n] e consideriamo

o) = ol <| [ 1©@ena -9~ [ ot -1

z+6 46
[ roee -9t [ et -0 dg\
z—0 z—0
T+ 1
P F@)pnle - €)de — / f(x)w(x—f)df],
r—3 0
e quindi
)
Fule) — F(2)] < / ()lpulz — € dé + / (6) — (@) lpnl — ) de
[0,z—6]U[z+,1] z—8
/(@) oulz — ) d
[0,2—8)U[z+6,1]
-+
<3M wn<x—§>ds+s/ onlz — €)dt
[0,2—48]U[z+6,1] z—§8

< 6Mp,(9) + 2.

Infatti, essendo x > §

Da (4.3.6) segue che
lim ¢, (0) = lim a(n)(1 —6%)" = 0.

n—oo n—oo

La (4.3.7) e provata. O

OSSERVAZIONE 4.3.2. Naturalmente il Teorema [4.3.1] vale su qualunque intervallo
chiuso e limitato [a, b].
Una dimostrazione alternativa del Teorema [£.3.1]¢ abbozzata nell’Esercizio [£.4.42]

DEFINIZIONE 4.3.3. Le funzioni 2r—periodiche f : R — R del tipo

f(z) = % + Zakcoskx—i-bksinkx, r € R,
k=1

con n € N e ag, by, € R, sono dette polinomi trigonometrici.

TEOREMA 4.3.4 (Weierstrass II). L'insieme dei polinomi trigonometrici ¢ denso
rispetto alla convergenza uniforme nell’insieme delle funzioni continue 27—periodiche.

DiM. Diamo solo un cenno della dimostrazione. Sia ¢,(z) = a(n) cos® (%), con
a(n) definito dall’identita
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Le funzioni i
fuw) = [ 1©ulé — e
sono polinomi trigonometrici che apprgssimano f uniformemente. La dimostrazione
¢ analoga alla precedente. 0
Ora passiamo al caso generale di funzioni continue su uno spazio metrico.

TEOREMA 4.3.5 (Stone-Weierstrass I). Sia (X, d) uno spazio metrico compatto e
sia V' C C(X) un sottospazio vettoriale delle funzioni continue su K tale che:

(i) se uw € V allora |u| € V;
(ii) per ogni coppia &, n € X esistono u,v € V tali che

w1519 ) o0

Allora V = C(X) nella topologia della convergenza uniforme.

DiM. Se u,v € V, allora da (i) segue che le funzioni

(u+v) — |u—v (u+v)+ |u—1v

min{u,v} = 5 , max{u,v} = 5
sono in V.
Siano f € C'(X) ed € > 0. Mostriamo che esiste u € V' tale che
(4.3.8) fx) —e<ulz) < f(zx)+e

per ogni z € X.
Fissati {,n € X, esiste una funzione ug, € V tale che ug,(§) = f(&) e ugy(n) =
f(n). Infatti, esistono u,v € V' che verificano (ii), e dunque il sistema lineare

{ u(§)a+v(€)B = f(§)
u(n)a+v(n)B = f(n)

ha una soluzione («, 3). La funzione ug, = au+ fv € V soddisfa le richieste.

Sia ora n € X fissato e per ogni £ consideriamo la funzione ug,. Poiche ug,(§) =
f (&), esiste un intorno aperto % di ¢ tale che ug,(z) > f(x) — € per ogni x € %. La
famiglia {% : £ € X} & un ricoprimento aperto di X, e dunque ¢ possibile scegliere
&1,...,& € X tali che UF %, = X. Sia

u, = max{ug,, ..., Usgn}-
Se x € X allora x € %, per qualche i = 1,...,k e dunque
() > ug(a) > f(@) —e.

Per ogni n € X risulta u,(n) = f(n), e dunque esiste un intorno aperto %;, di n tale
che u,(z) < f(z) + ¢ per ogni © € %,. La famiglia {%, : n € X} & un ricoprimento
aperto di X, e dunque esistono 7y, ...,n, € X tali che ngl%nj = X. Poniamo

w=min{u,,, ..., u,,}
Se z € X allora z € %,, per qualche j = 1,...,h e dunque
u(z) < uyy () < f(a) +e
Questo prova il teorema perche u € V' e la (4.3.8]) & verificata.
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U

Un’algebra di funzioni &/ C C'(X) & un sottospazio vettoriale chiuso per moltipli-
cazione.

TEOREMA 4.3.6 (Stone-Weierstrass II). Sia (X, d) uno spazio metrico compatto
e sia & C C(X) un’algebra di funzioni tale che:
(i) 1 € ;
(ii) per ogni coppia &,n € X esiste u € o tale che u(§) # u(n).
Allora .27 = C(X) nella topologia della convergenza uniforme.
Dim. Verifichiamo le ipotesi del Teorema m per V. = /. V & uno spazio

vettoriale. Fissati &, € X, la proprieta di separazione si verifica scegliendo v =1 e
u come nell'ipotesi (ii). Segue che

u(€ 1 _
det ( u(n) 1 ) = u(§) —u(n) #0.

Sia u € V' e proviamo che |u| € V. Ricordiamo che la serie di Taylor

(1+w”2:§i<gf)ﬂ

n=0
converge uniformemente per ¢ € [—1, 1] (si veda la Sezione [j] del Capitolo[5). Dunque

si ha .
o= (= - =3 ()
n=0
con convergenza uniforme per s € [—1, 1].
A meno di una rinormalizzazione si puo supporre sup,.y |u(x)| < 1/2 e consi-
derare una successione u, € &7, k € N, convergente uniformemente a u che verifica

|up(z)| <1 per ogni z € X e k € N. Allora si ha

"L /12
lu| = | im w| = lim |ug| = lim lim ( )(ui — 1)
k—o0 k—o00 k—o00 h—o0 — n

I due limiti sono entrambi uniformi, e poiche
h
1/2
Z( / )(ui—l)”eézf
n
n=0
questo prova che |u| € V = . O
Le funzioni polinomiali formano un algebra con unita con la proprieta di separa-
zione. Dunque, si ottiene il corollario:

COROLLARIO 4.3.7 (Weierstrass I). L’insieme delle funzioni polinomiali su [0, 1]
e denso in C(]0, 1]) rispetto alla convergenza uniforme.

I polinomi trigonometrici sono pure un’algebra con unita e con la proprieta di
separazione. E dunque:

COROLLARIO 4.3.8 (Weierstrass II). Una funzione f € C([0,27]) tale che f(0) =
f(2m) ¢ il limite uniforme di una successione di polinomi trigonometrici.
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4. Esercizi

4.1. Spazi normati.

EsERcIZIO 4.4.1. Siano 1 < p, g < oo tali che %+% = 1. Provare la disuguaglianza

1 1
t S —t? + ) t Z 07
p q
e dedurre che
tP 54
(4.4.9) st< —+—, s,t>0.
p q

Usare questa disuguaglianza per provare la disuguaglianza (3.2.4)).
Metodo alternativo: la concavita del logaritmo implica che per ogni a,b > 0

1 1 1 1
—loga + —logb < log (—a—i——b),
p q p q

da cui segue la (4.4.9). Si osservi che, poiché il logaritmo e strettamente concavo, si
ha uguaglianza nella (4.4.9) se e solo se t? = s9.

ESERCIZIO 4.4.2. Provare che C'([0,1]) con la norma

1 ller = 1 lloe + 11 Moo

¢ uno spazio di Banach. Provare che C''([0,1]) con la norma

1fller e = 1F O + 11 lloo
pure ¢ uno spazio di Banach. Provare che le due norme sono equivalenti.

ESERCI1ZI0 4.4.3. % Lo spazio C([0,1]) con la distanza data dalla norma integrale

d(f,g) = / (@) - g(x)|da

non ¢ uno spazio metrico completo.
ESERCIZIO 4.4.4. x Provare che ¢>°(R) non & separabile.

EsERrciz1O 4.4.5. Sia I C R un intervallo e f : I — R una funzione derivabile. Si
dimostri che f & Lipschitziana se e solo se || f/]|c < 00.

EsERC1Z10 4.4.6. Sia V := C([a, b]) dotato del prodotto scalare

(f,9) 3:/ f(z)g(z)dx.

Si dimostri che V' non e completo, pertanto non e uno spazio di Hilbert.
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4.2. Contrazioni e punti fissi.

ESERCIZIO 4.4.7. % Determinare tutti i numeri o > 0 tali che la funzione f : R —

flz)=vV1+az?, xR,

sia una contrazione rispetto alla distanza Euclidea.

R

EsERcCIZ10 4.4.8. Dimostrare che 'equazione x — % — Wlm sin(1000z) = 0 ammette
una e una sola soluzione in R.

EsErci1zio 4.4.9. Sia X = C([0,1]) con la sup-norma. Provare che per a > 0, la
funzione T': X — X

T(f)(a) = e [ e pie)
0
€ una contrazione.

EsErci1z1o 4.4.10. Sia X = C([0,1]) dotato della sup-norma. Dimostrare che la
funzione T': X — X

x 1,2
1(7)(e) = [ treyat+
0
€ una contrazione.

ESERCI1ZIO 4.4.11. * Sia g € C([0, 1]) una funzione continua fissata.

i) Provare che esiste un’unica soluzione y € C([0, 1]) dell’equazione funzionale

1 [yt
= - —=dt 0,1].
y() 3/0 et 9@, e o]
ii) Calcolare la soluzione nel caso g(z) = x.

EsErc1zio 4.4.12. x Sia h € C([0,1]) una funzione assegnata. Verificare che
I’equazione funzionale

1 x
=h — si d 0,1
@) = hia) + sinta) [ f(0ds, 2 € 0.1),
ha una soluzione unica f € C([0, 1]).

EsERrcCIzIO 4.4.13. Sia a € R e si consideri I’equazione

sin:c—l—/x V14 fi(t)%dt = af(x), xe€][0,1].
0

i) Provare che per || > 1 I'equazione ha un’unica soluzione f € C([0,1]).
ii) Provare che per |a] <1 I'equazione non ha soluzione.

ESERcIZIO 4.4.14. Siano A € R e b € R" e consideriamo la funzione T : R® — R”
T(zx)=Xx+0b, ze€R"

1) Calcolare una formula per literazione T*(xg) = T o ... 0T (xy) k volte, dove
xo € R™ e un punto fissato;

2) Stabilire per quali valori di A la trasformazione T' ¢ una contrazione rispetto
alla distanza Euclidea e per tali valori calcolare il limite di 7% (z) per k — oo.
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Esercizio 4.4.15. * Sia f : R — R una funzione con costante di Lipschitz L =
Lip(f) < 1. Provare che la funzione F : R? — R?

F(z,y) = (z+ fy),y+ [(x), (2,y) € R

¢ iniettiva e suriettiva.

ESERCIZIO 4.4.16. * Si considerino il quadrato @ = {(z,y) e R? : [z| < 1 e |y| <
1} e la funzione f : Q — R? cosi definita

fe) = (50 -y =) g 2 - 1),

6
1) Provare che f(Q) C Q.
2) Usando il teorema delle contrazioni, provare che il sistema di equazioni

6r=1—y—1v°
6y =a>—2—1
ha una soluzione unica (z,y) € Q.

ESERCIZIO 4.4.17. x Per n > 1 siano B = {x eR": |z| < 1} e 1o € B tale che
|zo| < 5. Sia poi T : R" — R" la funzione
1 1
T(z) = 2% - §|x|2x + .

1) Provare che T trasforma B in se, ovvero che T'(B) C B.
2) Provare che 'equazione T'(x) = x ha una soluzione unica x € B.

EsSERrcIzIO 4.4.18. Provare il Teorema nel cason = 1. Se f:[0,1] — [0, 1]
¢ continua allora esiste x € [0, 1] tale che f(z) = .

EseErcizio 4.4.19. % Sia X uno spazio metrico compatto e sia 7" : X — X
un’applicazione tale che d(T'(x),T(y)) < d(x,y) per ogni z,y € X tali che x # v.
Provare che T" ha un unico punto fisso in X.

4.3. Trasformazioni lineari.

EsErcizio 4.4.20. Sia X = C([0,1]) munito della sup-norma e sia 7" : X — R

I’applicazione
n

(=3 "L r(1m).

n=1

i) Provare che T' € Z(X,R);
ii) Calcolare ||T|;
iii) Stabilire se esiste una funzione f € X con || f||« <1 tale che T'(f) = ||T.
EsERCIZIO 4.4.21. Si consideri il sottospazio cgg di £*° definito da
coo :={x = (z;)ieny € £*° : I n € N tale che z; =0V i>n}.
Si dimostri che 'applicazione T : cgg — coo definita da (T'(z)); := ix; € lineare ma

non continua.

ESERCIZIO 4.4.22. Si determini la chiusura in £°° del sottospazio cgy introdotto
nell’Esercizio {.4.21]
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ESERc1zIO 4.4.23. Sia X = {f € CY([-m,7]) : f(—7) = f(7)} munito della
norma || - ||ee. Sia 7': X — R la trasformazione

T(f) = Z % /_7T f(z)sin(nz) dx.

Provare che la serie che definisce T'(f) converge,che T ¢ lineare ma non limitata.

EsERcIZIO 4.4.24. Siano X e Y spazi normati. Provare che se Y e completo,
allora anche Z(X,Y’) & completo, con la norma operatoriale.

EsSErcizio 4.4.25. * Sia X = C/([0, 1]) munito della sup-norma, e sia k : [0, 1] X
[0,1] — R una funzione continua. Definiamo l'applicazione T : X — X

T(f)(s) = / K(s.0)f(t)dt, e X.

i) Provare che s — T'(f)(s) ¢ continua su [0, 1].
ii) Provare che T' € Z (X, X).
iii) Dare condizioni su k affinche T" sia una contrazione.

4.4. Compattezza e teorema di Ascoli-Arzela.

ESERCIZIO 4.4.26. Sia (X, d) uno spazio metrico totalmente limitato; si dimostri
che X e separabile.
Suggerimento: per ogni k > 1 intero esistono zf,z%, ...,k € X tali che X C

Uik B(z;,1/k). Dimostrare che £ = {a¥ : k € Nk > 1,i=1,2,...,n;} ¢ denso e al
pit numerabile.

ESERCIZIO 4.4.27. Siano A, B costanti positive fissate e xy € [0, 1]; sia poi V =
{f € C([0,1)) : |f(xz0)] < AelLip(f) < B}. Provare che V & un sottoinsieme
compatto di C([0, 1]).

EsERrcCIzIO 4.4.28. Siano a,b,zo, M € R fissati con a < g < be M > 0; si
consideri poi una famiglia K C C([a, b]) di funzioni equicontinue e tali che |f(zo)| <
M per ogni f € K. Si dimostri che K & equilimitata.

ESERCIZIO 4.4.29. Sia (X, d) uno spazio metrico; una funzione f : X — R si dice
semicontinua inferiormente se

Vage X f(zo) < liminf f(z).

T—T0

Si dimostri che, se X e compatto ed f: X — R e semicontinua inferiormente, allora
f ammette minimo in X.

EsERc1z10 4.4.30. Ricordiamo che la lunghezza L(vy) di una curva v : [a, b] — R™
¢ definita da

N
L(’}/) = sup {Z |’y(tz) —7(t171)| a = to < tl < t2 < e K tM = b} .
=1

Dimostrare che L ¢ semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza puntuale: se
Yn — 7y puntualmente in [a, b], allora L(vy) < liminf, . L(7,).
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EsERcizio 4.4.31. Siano C' C R™ un insieme chiuso e z,y € C' tali che esiste una
curva 7 : [0,1] — C continua tale che 5(0) = z, ¥(1) = y e L(¥) < +oo. Si dimostri
che la lunghezza L. ammette minimo all’interno della classe di curve I' definita da

I':={y:[0,1] = C : v ¢ continua in [0, 1], v(0) =z, (1) = y}.

Suggerimento: si utilizzi il fatto che ogni curva continua di lunghezza finita si puo
riparametrizzare a velocita costante, ovvero in modo che L(vs4) = |s — t|L(7) per
ogni 0 <s<t<1.

ESERcC1z10 4.4.32. Sia g : [0,1] — R una funzione limitata e integrabile secondo
Riemann su [0, 1]. Si dimostri che il funzionale £ : Lip([0,1]) — R definito da

E(f) = Lip(f) + / @) — g(@)ldz,  f € Lip([0,1])
ammette minimo.

ESERCIZIO 4.4.33. % Sia V linsieme di tutte le funzioni f € C([0,27]) fatte nel
seguente modo

f(z) = ian sin(nz), « € 0,27],
n=1
dove i coefficienti verificano |a,| < 1/n®. Provare che V' & un sottoinsieme compatto
di C(]0,27]).
ESERCIZIO 4.4.34. Stabilire se il seguente sottoinsieme di £*(R) ¢ compatto:
K={rclPR):|x;| <1/i, i >1}.
ESERCIZIO 4.4.35. Stabilire se il seguente sottoinsieme di /*°(R) ¢ compatto:
K ={x € *[R):|z;] <1/log(l+71), i >1}.
4.5. Altri esercizi.

ESERCIZIO 4.4.36. %« Sia A C R™ un insieme non-vuoto e definiamo la funzione
distanza

f(z) =dist(z, A) = inf |z —y|, =z € R"™
yeA
Provare che f e 1-Lipschitziana.

ESERcCIZIO 4.4.37. x Sia A C R" un insieme chiuso e sia x € R". Un punto z € A
si dice proiezione metrica di € R” su A se |x — z| = dist(x, A). Provare che ogni
punto x € R™ ha almeno una proiezione metrica. Provare che se A & convesso allora
la proiezione metrica € unica.

ESERCIzIO 4.4.38. Sia f € C'(R) e consideriamo il sottografico A = {(z,y) €

R?2:y < f (:zc)} E vero che ogni p € A & proiezione metrica di almeno un punto
q € R*\ A?
Rispondere alla stessa domanda con f € C*(R).

ESERCI1ZI1O 4.4.39. Per ogni z € R" sia A(x) = (a;;(x)); j=1,.., una matrice n x n
simmetrica tale che z — A(z) sia continua, ovvero = — a;;(z) € continua per ogni
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i,7=1,...,n. Siano A\;(z) < ... < A\, (x) € R gli autovalori di A(x). Per ogni vettore
v € R™ e per ogni z € R” vale

M(@)of* < (A(z)v,v) < Aa(z)|v]*.

Supponiamo che A; > 0. Per ogni curva v € C*([0, 1];R™), o pit in generale C* a
tratti su [0, 1], definiamo la lunghezza

() = / (A (1)4(8), (1)) 2.

Quando A(x) ¢ la matrice identita si ottiene la lunghezza Euclidea di 7.
Dati due punti z,y € R™ definiamo

d(z,y) =inf {{(7) : v:[0,1] = R™ C" a tratti con 7(0) = z e y(1) = y}.

1) Supponiamo che esista m > 0 tale che A\;(z) > m per ogni x € R". Provare
che (R™, d) & uno spazio metrico.

2) Supponiamo in aggiunta che esista M > 0 tale che A\,(z) < M per ogni
x € R". Provare che (R",d) & uno spazio metrico completo.

Lo spazio metrico (R™, d) € un esempio di “varieta Riemanniana”.
4.6. Teorema di Stone-Weierstrass.

ESERcCIZ1O 4.4.40. Per n € N si consideri 'integrale
w/2
I, = / sin” ¢ dv.
0

Provare che:
(i) nl, = (n — 1)I,_5 per ogni n > 2;
(ii) ntnl,—1 = 5 per ognin > 1;

(iii) lim v/nl, = /m/2.

ESERCIZIO 4.4.41. x Sia V' il sottospazio vettoriale di C([0, 1}; R) generato (span)
dalle funzioni f,(z) = 155 al variare di @ > 1. Provare che V = C([0,1];R) con
chiusura nella la topologia della convergenza uniforme.

ESERCIZIO 4.4.42. In questo esercizio forniremo una dimostrazione alternativa del
Teorema [4.3.11

(i) Sia f:[0,1] — R continua; si dimostri che per ogni € > 0 esiste una funzione
g :[0,1] — R continua e affine a tratti tale che || f — g|| < €. Suggerimento:
sfruttare il fatto che f & uniformemente continua.

(ii) Osservare che ogni funzione continua e affine a tratti in [0, 1] si puo scrivere
come combinazione lineare di funzioni del tipo h(x) = (x —x¢)", dove tT = ¢
set>0ett =0set<0.

(iii) Sidimostri che la funzione |z| si puo approssimare uniformemente in [—M, M]
con polinomi. Suggerimento: osservare che |z| = /1 — (1 — 22) ed utilizzare
la Sezione [9] del Capitolo [5]

(iv) Dedurre il Teorema dai punti precedenti, osservando che t* = £ + 1

7.






CAPITOLO 5

Convergenza uniforme

1. Convergenza uniforme di successioni di funzioni

Siano X un insieme ed f : X — R una funzione. Tipicamente, X sara un sottoin-
sieme di R oppure di C. La funzione f puo anche prendere valori in C. Definiamo la
“sup-norma’” di f su X nel seguente modo

[f]loe = sup [f ()]
zeX

DEFINIZIONE 5.1.1 (Convergenza uniforme). Siano f, f, : X — R, n € N, funzio-
ni. Diciamo che la successione di funzioni (f,),en converge ad f uniformemente su
X se

it (1o = fll = T sup | fo(a) = f(@)] =0,

Questo significa che per ogni € > 0 esiste un n € N tale che per ogni n > n e per ogni
x € X si ha

[fn(z) = fz)] <e.

Il valore n € uniforme per tutti gli € X.
La convergenza uniforme implica quella puntuale ma non viceversa.
EsEmpIO 5.1.2. Sia f, : [0,1] = R, n € N, la funzione f,(z) = 2". Per x € [0, 1]

si ha il limite puntuale

lim f,(z) = f(z) = {
D’altra parte la convergenza non ¢ uniforme su [0, 1] in quanto per ogni n € N si ha

sup |fu(z) = f(z)] = sup |fu(2)] = 1.

z€[0,1] z€[0,1]

0 se0<z<1,
1 sex=1.

Questo estremo superiore puo essere equivalentemente calcolato su [0, 1). Si ha invece
convergenza uniforme su ogni intervallo del tipo [0,0] con 0 < § < 1.

EsemMPIO 5.1.3. Sia f, : [0,1] = R, n € N, la funzione

n se 0 <z <1/n,
fol@) =< 2—nz sel/n<xz<2/n,
0 se x > 2/n.

Per z € [0, 1] si ha il limite puntuale lim,_,, f.(z) = 0, tuttavia la convergenza non
¢ uniforme in quanto per ogni n € N si ha

sup |fu(z) — f(z)| = Sup] | fa(z)] = 1.

z€[0,1] z€[0,1
Si ha invece convergenza uniforme su ogni intervallo del tipo [4,1] con 0 < § < 1.

61
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TEOREMA 5.1.4 (Criterio di Cauchy per la convergenza uniforme). Siano f, f, :
X — R, n € N, funzioni. Allora f, — f uniformemente in X se e solo se, per ogni
€ >0, esiste n € N tale che

|fu(z) — fn(z)| <€ ¥n,m >n, Ve e X.

DmMm. Se f,, — f uniformemente allora esiste un opportuno 7 tale che, per ogni
n,m > n, vale

(@) = [ (@) < NS = flloo + [[f = fmlloo < 26

Questo dimostra la prima implicazione.

Vediamo 'implicazione inversa. Notiamo anzitutto che per ogni z € X la succes-
sione (f,(z)), € di Cauchy, dunque converge ad un valore reale che chiamiamo f(x).
Riprendendo l'ipotesi e mandando al limite m — 400 troviamo che

\fulz) = f(z)]| <e Vn>n, VreX,

da cui || fr, — flleo < € per ogni n > 7. Questo conclude la dimostrazione. O

2. Convergenza uniforme e continuita

In questa sezione vedremo che il limite uniforme di funzioni continue ¢ ancora una
funzione continua.

TEOREMA 5.2.1 (Scambio dei limiti). Siano (X, d) uno spazio metrico ed f, f, :
X — R, n € N, funzioni. Supponiamo che:

(i) nh_{lgo ”fn - fHoo =0;
(ii) Ogni funzione f,, & continua nel punto xzy € X.

Allora esistono e sono uguali i seguenti limiti

(5.2.10) lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

T—To N—00 n—00 T—T0

In particolare, f ¢ continua in zy.

DiMm. Dobbiamo provare che

lim f(z) = f(zo).

T—xTQ

Fissiamo ¢ > 0. Per la convergenza uniforme esiste n € N tale che per ogni n > n si
ha per ogni z € X

|ful@) = f(2)] <e/3
Scegliamo un n > n. Per la continuita di f,, in xq esiste d > 0 tale che

d(x,x0) <6 = |fulz) = fulzo)| < /3.

Dunque, per d(x,zo) < § avremo

[f (@) = fzo)| < [f(2) = ful@)| + | ful2) = fulzo)| + | fulwo) — f(z0)| <&

Questo prova la continuita di f nel punto xy e con cio la formula sullo scambio dei

limiti (5.2.10). O
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OSSERVAZIONE 5.2.2. Piu in generale: se xy € un punto di accumulazione per X,

fn — f uniformemente su X, esiste per ogni n € N il limite L, := lim,_,,, fn(x) e
L, — L per n — oo, allora
(5.2.11) lim f(x)= L.

T—rT0

La dimostrazione ¢ analoga a quella del Teorema [5.2.1} si tratta anche in questo caso
di uno “scambio di limiti”, dato che la (5.2.11)) e equivalente alla

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

T—To N—00 n—o0 T—xQ

E’ utile osservare che quanto appena affermato si puo applicare in particolare al caso
X CRexy=*o0.

Indichiamo con C(X) = C(X;R) l'insieme delle funzioni continue su X a valori
reali.

COROLLARIO 5.2.3. Siano (X, d) uno spazio metrico ed f,f, : X — R, n € N,
funzioni. Supponiamo che f,, € C(X) per ogni n € N e che lim ||f, — f|looc = 0.
n—oo

Allora, anche f € C(X).
Il prossimo teorema da condizioni sufficienti per avere la convergenza uniforme.

TEOREMA 5.2.4 (Dini). Sia X uno spazio metrico compatto, e siano f, f,, : X — R
funzioni continue, n € N. Supponiamo che:
i) fu(z) < fui1(x) per ogni x € X e per ogni n € N;
ii) lim f,(x) = f(x) per ogni z € X.
n—oo

Allora, la convergenza in ii) € uniforme su X.

Dim. Supponiamo per assurdo che esista ¢ > 0 tale che || f,, — f||oo > € per infiniti
n € N. Dunque esiste una selezione crescente di indici (ny)gen ed esistono punti
Tn, € X tali che

f(xnk)_fnk($nk) > &, k € N.

Siccome X e compatto, si puo assumere senza perdere di generalita che esista zg € X
tale che x,, — xo € X per k — oo. Altrimenti, si estrae un’ulteriore sottosuccessione
e ci si riconduce a questo caso.

Sia ora m € N e sia ngy > m. Per la monotonia i) avremo f,(z,,) < fu,(2n,), €
dunque

f(xnk)_fm(xnk) Zf(xnk)_fnk(xnk) >e, sem < ng.

Facendo tendere k& — oo e usando x,, — 7o insieme alla continuita di f ed f,,, si
ottiene la disuguaglianza

f(xo) = fm(xo) >, meN.

Questo contraddice la ii) nel punto x = z.
O

OSSERVAZIONE 5.2.5. Chiaramente il Teorema [5.2.4] continua a valere anche se
l'ipotesi i) viene rimpiazzata dalla

") fo(z) > far1(x) per ogni z € X e per ogni n € N.
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ESEMPIO 5.2.6. Si considerino X = R e la successione

Essa converge puntualmente a f(z) = |z| per ogni z € R; per il Teorema [5.2.4] (e per
’osservazione , la convergenza e anche uniforme su ogni compatto K C R.

Si puo in verita dimostrare che la convergenza e uniforme su R; un facile studio
della monotonia della differenza f,, — f (che lasciamo al lettore a mo’ di esercizio)
assicura infatti che

max|f@) = 1) = 1£(0) = FO) = 5= =0,

3. Convergenza uniforme e differenziabilita

Nel seguente teorema proveremo che se una successione di funzioni derivabili con-
verge in un punto e le derivate convergono uniformemente, allora la successione con-
verge uniformemente. E’ utile osservare che, al contrario, la convergenza uniforme
di funzioni derivabili (invece che delle loro derivate) non garantisce la derivabilita del
limite: si veda I'Esempio [5.2.6|

TEOREMA 5.3.1. Sia f,, : [0,1] = R, n € N, una successione di funzioni derivabili.
Supponiamo che:
i) esista zg € [0, 1] tale che la successione (fn(:co))neN
ii) la successione di funzioni (f])nen converga uniformemente su [0, 1] ad una
funzione ¢ : [0,1] — R.

converga;

Allora la successione (f,,)nen converge uniformemente su [0, 1] ad una funzione f :
[0,1] = R, f & derivabile ed f'(x) = g(z) per ogni x € [0, 1].

DiM. Proviamo innanzi tutto che la successione (f,)nen converge uniformemente.
Sara sufficiente verificare che la successione e uniformemente di Cauchy. Dati n,m €
N, per il Teorema di Lagrange per ogni = € [0, 1] esiste £ € [z, x] tale che

(@) = fn(2) = ful@0) = fn(w0) + (1) = f(&)) (z — o).

Dunque, per ogni € > 0 esiste n € N tale che per ogni n,m > 7 si ha

1fn = fmlloe < |fa(20) = fm(zo) [+ 115, = frnlloo-

In conclusione, (f,,)nen converge uniformemente su [0, 1] ad una funzione f € C(]0, 1]).
Sia ora T € [0, 1] un punto generico, e definiamo le funzioni g, : [0,1] — R

fo(x) = fn(7)
gn<x) = r—2
f(z) se r = T.

sex #T

Per la derivabilita di ciascuna f,,, le funzioni g, sono continue.
Proviamo che la successione (g,)nen € uniformemente di Cauchy. Per x # T
abbiamo

90(2) = () = - -
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dove abbiamo posto h = f,, — fi, che & continua su [0, 1] e derivabile per x # Z. Per
il Teorema di Lagrange esiste £ € [z, 7] tale che h(x) — h(Z) = h'(§)(x — ), e dunque

gn(x) = gm(x) = W'(&) = f,(E) = fr(&)-

Si deduce che ||gn— gmlloo < || £, — f1,]|o € dunque (gn)nen € uniformemente di Cauchy
dal momento che lo ¢ (f})nen. La conclusione ¢ che la successione (g, )nen converge
uniformemente.

Proviamo che f ¢ derivabile e che f' = g. Per il Teorema sullo scambio dei limiti

si ha
i lim 228 = @) gy S (@)

- 2 — )
n—o0 t—T €r—2x T—T N—00 xr—x

e dunque

o(7) = Tim f(7) = Jim Jim 228 = n(@)

n—o00 n—o00 T—T T — T
= lim lim M = lim M = f'(2).
T—T N—00 r — X T—T r — X

Riassumiamo il Teorema [5.3.1f nel seguente corollario.

COROLLARIO 5.3.2 (Scambio di derivata e limite). Sia (f,)n,eny una successione
di funzioni derivabili su [0, 1]. Supponiamo che ( f,),en converga puntualmente e che
(flnen converga uniformemente. Allora, per ogni = € [0, 1] si ha

4 lim f,(z) = lim ifn(x)

dr n—oo n—oo dI

OSSERVAZIONE 5.3.3. Il Teorema continua a valere quando [0, 1] ¢ sostituito
con un qualsiasi altro intervallo limitato di R. Su intervalli illimitati il Teorema |5.3.1
continua a valere a patto di sostituire 'affermazione “f,, — f uniformemente nell’in-
tervallo” con I'affermazione “f,, — f puntualmente nell’intervallo e uniformemente in
ogni sottointervallo limitato”.

In effetti, le funzioni f,(x) := z/n sono tali che (f,(0)), ¢ convergente e f/ =1/n
converge uniformemente a 0 in R; tuttavia, f, — 0 puntualmente ma non unifor-
memente in R. Si ha invece f,, — 0 uniformemente su ogni intervallo limitato di

R.

4. Convergenza uniforme e integrale di Riemann

Vedremo che con la convergenza uniforme e possibile portare il limite sotto segno
di integrale. Il Teorema [5.4.1] tuttavia, ¢ di uso limitato. Teoremi di passaggio al
limite sotto segno di integrale molto piu efficienti sono il Teorema della convergenza
dominata e il Teorema della convergenza monotona (o di Beppo Levi). Questi teoremi
richiedono la teoria dell'integrale di Lebesgue e verranno visti nella parte B del corso
e ripresi nel corso di Analisi Reale.
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TEOREMA 5.4.1 (Scambio di limite e integrale). Sia f,, : [0,1] - R, n € N, una
successione di funzioni Riemann-integrabili e sia f : [0,1] — R una funzione. Se
fn — f uniformemente su [0, 1] per n — oo, allora f ¢ Riemann-integrabile e inoltre

1 1
(5.4.12) lim fn(x)dx:/ lim f,(x)dx.
0

n—oo 0 n—oo

DiM. Proviamo preliminarmente che la funzione f e limitata. Infatti, fissato
e > 0, per la convergenza uniforme esiste n € N tale che per ogni n > n si ha

sup |fu(z) = f(2)] <,

z€[0,1]
e dunque per ogni x € [0, 1] si ha
[f(@)] < [fulz) = f2)] + | fulx)] < e+ s | fu()].
z€(0,1

Questo prova la limitatezza di f.

Proviamo ora che f ¢ Riemann-integrabile. Sia ¢ > 0 fissato, e mostriamo che
esiste una scomposizione 0 = {0 = zg < z1 < ... < x,, = 1} dell'intervallo [0, 1], per
m € N opportuno, tale che

S(f70)_$(fa0) SE,

dove
m m
S(f.0) =3 Ihlsw f(x) e s(f.o) =3 |L] inf f(x)
i=1 zel; i=1 Tl
sono le somme superiori e inferiori di f relativamente a o, I; = [x;_1,2;] e |[;] =
Ty — Tj-1-

Sia 7 € N tale che sup,¢o 1) | fu(z) — f(2)| < & per ogni n > . Si ha allora

z€l; zel;

S(f,0) < Z |Li| sup(f () = fu(z)) + Z |Li| sup fn(z) < &+ S(fn, 0),
e analogamente ) )
s(,0) = DIl inf (£(@) = fa(@)) + 3Ll inf fu(@) = =&+ 5(fa,0).

Sottraendo membro a membro le due disuguaglianze si ottiene

S(f,o) —s(f,0) <2+ S(fn,0) — $(fn,0).
Tale maggiorazione vale per una qualsiasi scomposizione o e per ogni n > n. Fis-

sato un tale n, dal momento che f,, ¢ Riemann-integrabile, possiamo scegliere la
scomposizione o in modo tale che S(f,, o) — s(fn,0) < &, e quindi

S(f,0)—s(f,0) < 3e.

Questo prova l'integrabilita di f.
Per provare la ((5.4.12) e sufficiente osservare che fissato € > 0 per n > 7 si ha

) /0 falz)dz — /0 1 f<x>dx\ = ) /0 (ala) f(sc))dx\ < /0 o) — fa)lde <c.
]
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OSSERVAZIONE 5.4.2. Il Teorema vale naturalmente per integrali definiti su
un qualsiasi intervallo limitato; non vale invece per integrali su intervalli illimitati.
Ad esempio, le funzioni

[ 1/n se x € [0,n]
ful) = { 0 altrimenti
convergono uniformemente su R alla funzione f(z) = 0, e tuttavia
+00 +oo
falz)de =1 -/~ f(z)dx = 0.
0 0

5. Serie di funzioni. Criterio di Welierstrass

Sia A un sottoinsieme di R e sia (f,,)nen una successione di funzioni a valori reali
definita su A. Introduciamo la successione delle somme parziali s, = f1 + ...+ fy,
n € N. Ovviamente, s, : A — R sono ancora funzioni.

DEFINIZIONE 5.5.1 (Convergenza puntuale e uniforme di serie di funzioni). Sia
(fn)nen una successione di funzioni definite su un insieme A. Diciamo che la serie di
funzioni

ifn(:v), r €A,
n=1

converge puntualmente su A se per ogni x € A converge la successione (sn(x))neN
delle somme parziali.

Diciamo che la serie di funzioni converge uniformemente su A se converge unifor-
memente su A la successione delle somme parziali (s,,)nen-

Per il Corollario [5.2.3] se tutte le funzioni f,, sono continue su A e se la serie

f(x) =) falw), weA

converge uniformemente su A, allora la funzione f € continua su A.

Se, inoltre, le funzioni f,, sono derivabili su A e la serie delle derivate converge
uniformemente su A allora per il Teorema/[5.3.1] possiamo scambiare il segno di somma,
e derivata

d & = d
- PRAGEDY ful@), wEA
n=1 n=1

Se infine A = [0, 1], le funzioni f, sono Riemann-integrabili e la serie converge
uniformemente, allora dal Teorema [5.4.1] segue che possiamo scambiare le operazioni
di somma e integrazione

g/ol fo(z)dz = /Olgfn(x)dx,

dove la funzione somma ¢ Riemann-integrabile.
Per tutti questi motivi, ¢ importante riuscire a capire se una serie converge
uniformemente. Lo strumento piu efficiente per farlo e il Criterio di Weierstrass.
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TEOREMA 5.5.2 (Criterio di Weierstrass). Sia (f,,)nen una successione di funzioni
a valori reali definite su un insieme A. Se esiste una successione reale (a,),en tale che

o
sup | fu(z)| <a, e Zan < 00,
r€A n—1
o

allora la serie di funzioni Z fn converge uniformemente su A.
n=1
o0
DiM. Osserviamo in primo luogo che la serie di funzioni Z fn(z) converge

n=1
assolutamente e quindi semplicemente in ogni punto x € A. Stimiamo la differenza

‘ifk($>_ifk($)‘ z‘ i fk(x)‘ < i | fu(z)| < i ag,

k=n+1 k=n+1 k=n+1

stima che vale per ogni x € A, e dunque

Sup‘ifk(m) —ifk(ﬂﬂ)’ < i k.

z€A kent1

. . . o0 . <. . .
Siccome la serie numerica ) ,_ ; ai converge, il suo resto € infinitesimo, ovvero
o0

lim ar = O,
n—00
k=n+1

e quindi per confronto si ha anche

k=1 k=1
Questa e la convergenza uniforme della serie. O
oo
Talvolta si dice che una serie di funzioni E fn converge totalmente su A se
n=1
converge la serie numerica
o0
E sup | fn(x)| < oo.
n—1 €A

Il teorema precedente dice allora che la convergenza totale su A implica la convergenza
uniforme su A. Il viceversa non vale. Il lettore e invitato a trovare un controesempio
semplice.

Tutti i discorsi fatti valgono anche per le serie complesse.

EsEmpio 55.3. Sia A = {z € C : |z2|] < 1} il disco complesso unitario e
consideriamo la serie di funzioni su A

Zz": 1izzs(z).

n=0
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Sappiamo che la serie converge puntualmente su A. Vediamo se c¢’¢ convergenza
uniforme su A. Le somme parziali sono

1 — Zn—i—l

Zz 4 n € N,

e la differenza con la somma limite &

1 — ool 1 1 — pntl Plans
\sn(z)—s(z)\—‘ 1—=z _1—2‘_‘ 1—=z 1—2’ ‘1—2
e quindi
Zn+1
sup =00, neN.
z€A -2

Dunque non c’e convergenza uniforme su A. Tuttavia, ¢’e convergenza uniforme su
ogni insieme della forma As = {z € C: |2| <} con 0 < § < 1. Infatti si ha

’z‘n—‘rl 5n+1 00 5n+1

< — < 0.
T2 "1-8 © =157

L’affermazione segue dal Criterio di Weierstrass.

6. Criterio di Abel-Dirichlet per la convergenza uniforme

Talvolta il Criterio di Weierstrass non funziona bene, ad esempio per le serie di
funzioni a segno alterno. In questi casi si puo cercare di studiare la convergenza
uniforme con il Criterio di Abel-Dirichlet.

LEMMA 5.6.1 (Somma per parti). Siano (a,)nen € (bn)nen due successioni reali
oo

o complesse, supponiamo che la serie E a, converga e poniamo A, = E ay. Per
n=1

1 < M < N vale la formula di somma per parti

N N
Z anbn = AMbM - AN+1bN - Z An<bn71 - bn)

n=M n=M+1

DiM. La verifica € elementare:

N N
Z anbn = Z (An - An+1)bn
n=M n=M
N N N N+1
= Z Anbn - Z An—l—lbn = Z Anbn - Z Anbn—l
n=M n=M n=M n=M+1

N
= Auby — Anaiby + D An(by — boa).

n=M+1
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TEOREMA 5.6.2 (Criterio di Abel-Dirichlet). Sia (a,)nen una successione reale o
(o @]
complessa tale che converga la serie Z an, € sia (f,)nen una successione di funzioni

n=1
definite su un sottoinsieme A di R o di C che verifica:

supsup |fu(#)] < C < o0 ¢ supz fua(@) = ful@)] < ox.
neN z€A a:GA

Allora la serie di funzioni Z ay frn(x) converge uniformemente su A.

n=1
DiM. Poniamo A, = Zak cosicche lim A, =0. Dati n,p € N, usando la
n—0o0
k=n
formula di somma per parti si trova

n+p n+p

Zakfk(m) = Ay fulr) — n+p+1fn+p Z Ar(fr(®) = fooa()).

k=n k=n-+1

Fissato € > 0 esiste n € N tale che per n > n si ha |A,,| < ¢ e quindi per p € N si ha

up| 3 i) <2(20 + 50" o) = fie)])
2 S

xeAknl

Poiche la successione delle somme parziali della serie in esame ¢ uniformemente di
Cauchy su A, la serie converge uniformemente su A. O

7. Serie di potenze. Criteri di Abel

Riprendiamo il discorso sulle serie di potenze studiandone la convergenza unifor-
me. Ricordiamo che, date una successione di numeri complessi (a,)nen € 20 € C, una
serie di funzioni della forma

o0
Zan(z —29)", z€C,
n=0

si dice serie di potenze complessa centrata nel punto z,. Basta considerare il caso
zo = 0. Le serie di potenze complesse definiscono le funzioni olomorfe, che verranno
studiate nel corso di Metodi al terzo anno.

TEOREMA 5.7.1 (Criterio di Cauchy-Hadamard). Data la serie di potenze com-
plessa Zanz", sia R € [0,00] il numero reale (eventualmente oco) definito dalla

relazione

1
= lim sup {/|a,|-

n—o0

Allora:

i) La serie di potenze converge assolutamente in ogni punto z € {z € C: |z| <
R}.
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ii) La serie di potenze converge uniformemente su ogni insieme As = {z € C :
|z| <8} con d < R.
iii) La serie non converge nei punti z € C tali che |z| > R.

Il numero R si dice raggio di convergenza della serie di potenze.

DiM. Studiamo la convergenza assoluta della serie con il Criterio della radice. Sia

L(z) = limsup v/|a,||z|" =
n—o0
Se |z| < R allora L(z) < 1 e la serie converge assolutamente nel punto z. Se |z| > R
allora L(z) > 1 e la serie non converge assolutamente. Il termine generale non e
infinitesimo, e dunque in effetti la serie non converge nemmeno semplicemente.
Sia ora 0 < § < R. Allora si ha:

o
sup |a,z"| = |a,|0", e inoltre Z |a,|0" < oco.
ZGA(; n=0

Che I'ultima serie converga, si vede di nuovo col Crierio della radice, usando il fatto
che 0 < R.

La serie di potenze converge dunque totalmente su As e per il Criterio di Weier-
strass converge anche uniformemente su As.

O

COROLLARIO 5.7.2. Siano a, ed R come nel Teorema [5.7.1} allora, per ogni x €
(—R, R) valgono le uguaglianze

<Z ay(zr — xo)"> = Z na,(r — )"

n=0 n=1

/Ox <Z an(t — xo)") dt = Z ncf: 1 (z — xo)" L

DiMm. E’ sufficiente osservare che le tre serie

o0 o0

a
an(r —x nay,(z — 20)" " (x — xo)"
0 ) n 0 ) n+1 0
n=0

hanno lo stesso raggio di convergenza. Il Teorema ii) consente di applicare i
teoremi e[5.4.1] dai quali le due uguaglianze discendono facilmente. O]

n=0

Sulla frontiera del cerchio di convergenza {z € C : |z| < R} la serie di potenze
puo sia convergere che non convergere. I criteri di Abel permettono di studiare la
convergenza uniforme fino al bordo del disco di convergenza.

o
TEOREMA 5.7.3 (Criterio di Abel I). Se la serie di potenze complessa Z an 2"
n=0
converge nel punto zy € C, allora converge uniformemente sul segmento [0, zo] =
{tZUECOStgl}
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DiM. Per z € [0, 1] consideriamo la serie

o0 o0

Z anzyr" = Z anzy fn(x), fulz) = 2"

La successione di funzioni f,,(z) = 2™ ¢ uniformemente limitata su [0, 1] e inoltre

S i (@) = ful@) = (1 —2) 32" = { boseae [0,1)

se x = 1.

La convergenza uniforme segue dal Teorema [5.6.2 U

Il citerio precedente si puo migliorare nel seguente modo. Fissati ¢ € [0,7/2) e
ro > 0 definiamo il cono troncato con vertice nel punto 1

CW,1,rg)={z=1+re¥cC:pc[r—0,7+9],0<r <ry}

TEOREMA 5.7.4 (Criterio di Abel II). Sia (a,)nen una successione complessa tale

che la serie Zan converga. Per ogni ¥ € [0,7/2) esiste 79 > 0 tale che la serie
n=0

o0
E a,z" converge uniformemente su C(9, 1, o).
n=0

Dim. Fissiamo 7 > 0 sufficientemente piccolo in modo tale che C(9, 1, 79)N{|z| =
1} = {1}. Mostriamo che la successione di funzioni f,(z) = 2" verifica le condizioni
del Teorema [5.6.2l In primo luogo |fu(2)| < 1 su C(¥,1,70) C {z € C: |z < 1}
Inoltre, per z = 1 + re®? € C(9,1,70) si ha

2" — 2" = 2]z — 1| = 7|1 + re'? |,
e quindi
P 1 L+ 1 4+re®| 141+ re?|
Z 2" =2 =7 — = — = :
s 1 — |1+ rew| 1 — |1+ rev| —r —2cosp

Se p € [r — 9,7+ 9] allora —2cosp > 2cos) > 0, e scegliendo ry < 2cos? si trova

oo

sup E |2 — 2" < 0.
zeC(9,1,r9) n—0
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8. Funzioni analitiche

DEFINIZIONE 5.8.1. Siano I C R un intervallo aperto e zy € I un punto fissato.

Una funzione f : I — R si dice analitica in xq se esistono rg > 0 ed una successione
(an), tali che

o0
E an(x —x0)" V€ (xg—ro,xo+ 10)-
n=0

Il pitt grande 7 (eventualmente +00) per cui vale la precedente uguaglianza si chiama
raggio di analiticita di f in xg.
La funzione f si dice poi analitica in I se € analitica in ogni xg € I.

OSSERVAZIONE 5.8.2. Il Corollario [5.7.2| implica che, se f e analitica in z, allora

necessariamente f € C*(xg — 1o, ¢ + o) € a = ! <k;€(w°) In altre parole, le funzioni
analitiche in zy sono le funzioni lisce che coincidono con il proprio sviluppo di Taylor
in un intorno di zg.

Si osservi che esistono funzioni di classe C'*° che non sono analitiche: si consideri
il caso della funzione f(z) = e /** per  # 0, f(0) = 0, di classe C*® su R. Si
verifica che, in zg = 0, f e tutte le sue derivate sono nulle: pertanto f non puo essere
analitica in 0 perché altrimenti coinciderebbe con il proprio sviluppo (nullo, mentre
f non lo ¢).

TEOREMA 5.8.3. Se f e analitica in zy con raggio di analiticita rq, allora f € anche
analitica in ogni & € (xy — ro, o + 7r¢) con raggio di analiticita (in z) non inferiore a
To — |(Z’ — .’E0|.

Per una dimostrazione si veda la Proposition 1.2.3 del libro A Primer of Real
Analytic Functions (seconda edizione) di Krantz-Parks.
Il seguente risultato fornisce una condizione sufficiente per ’analiticita.

PROPOSIZIONE 5.8.4. Siano xy € R, r > 0e f € C®(x¢ — r, zo + 7); supponiamo
esistano C' > 0 e A > 0 tali che

1B (x)] < CAFE! VEkeNVx € (zo—r,z0+1).
Allora f & analitica in g con raggio maggiore o uguale a m := min{r, %}

Dmm. Sia z € (g — m,zo + m); per la formula di Taylor con resto di Lagrange
esiste £ tra x e xg tale che

n (k) (n1)(
_ Z f k('xo) (z — ‘f (2 — 29)""!
— ! (n + 1
CA™ 1 (n+1)!

o nt+l - A n—i—l'

Poiché Am < 1, la precedente quantita e infinitesima per n — +oo, pertanto la serie

k=0 k(lxo) (z

— x9)* converge a f(z). O
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EsemPIO 5.8.5. Dimostriamo che f(z) = e” ¢ analitica in 0 con raggio di analiti-
cita +oo, da cui segue la nota uguaglianza

OO:L‘n

T __

e —E o Vr € R.
n=0

Sia r > 0 fissato; poiché limy_, e;—’,’k = 0 esiste C' = C(r) > 0 tale che erk’;k < C per
ogni k € N. Pertanto, per ogni k € N vale

a
dx

6.’E

k
=le| <e" <C (1> k! Vo e (—r,r)

r

e la Proposizione [5.8.4] garantisce che e” ¢ analitica in 0 con raggio > r. L’arbitrarieta
di r permette di concludere.

EsERcizIO 5.8.6. Dimostrare che per ogni x € R

& l.2n+1 e xQn
SINr = nZ:O<—1) m, COST = HZ:O(—l) (2n)'

Concludiamo la sezione con un enunciato che, in qualche modo, spiega come la
condizione sufficiente per 'analiticita della Proposizione [5.8.4] sia anche necessaria.
Per una dimostrazione si rimanda alla Proposition 1.2.12 del libro A Primer of Real
Analytic Functions (seconda edizione) di Krantz-Parks.

TEOREMA 5.8.7. Siano I C R un intervallo aperto ed f € C*°([). Allora f ¢
analitica in I se e solo se per ogni xg € I esistono un intervallo aperto J e costanti
C>0eA>0talichezgecJCle

1F®)(2)] < CA*K! Va e

9. La serie binomiale

Sia a € R fissato; lo sviluppo di Mac-Laurin della funzione f(z) = (1 + x)*
(definita per x > —1) &

i (g) z" dove (Z) = afa—1)- '7'1!(04 —n+1)

n=0

ed e da intendersi (g) = 1. Si osservi che, per a € N, il coefficiente binomiale ¢ quello
classico e, inoltre, la serie diventa una somma finita (il classico binomio di Newton).
Per il criterio del rapporto, la serie ha raggio di convergenza pari a 1, dato che

%))
()

Ne segue che la somma s(z) := > oo (¢)2™ & ben definita e derivabile in (—1,1) con

derivata
«Q
/ n—1
s'(x) = nEZI n(n)x :

a—n
n—+1

= lim

n—oo

lim =1.
n—oo
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Semplici manipolazioni algebriche restituiscono 'uguaglianza (1 + x)s'(z) = as(z),
valida per x € (—1,1); da cio si deduce che
(s(z)(1+ I)fa), =(1+2) " ((1+2)s(z) — as(z)) =0,

ovvero s(z) = ¢(1 + x)® per qualche ¢ € R. Poiché s(0) = 0 si deve avere ¢ = 1,
pertanto abbiamo 'uguaglianza desiderata

(1+2)*= g (a>x” per ogni z € (—1,1).
n
n=0

Studiamo ora il caso particolare a = 1/2 e dimostriamo che la serie >~ ‘(Z 2)!
¢ convergente: questo dimostrera che

© /1
\/1—1—3322(22)95” per ogni z € [—1,1]
n=0

con convergenza totale nellintervallo [—1,1]. Osserviamo che

(nlfl) _2”_1_ . 3 _i
(17/3) S n+2 on + 2 omn’

Sia 8 € (1,3/2) e si scelga 7 intero tale che

1
9. — ) <« > 7
(5.9.13) log(l 2n+2)+ﬁlog(1+n)_0 Vn>n;

si osservi che il membro di sinistra nella precedente disuguaglianza e asintotico a
(B — 2)/n, cid che garantisce l'esistenza di 7. Dimostriamo che, ponendo C' :=

#|(2)], s ha
(1/2>‘§£ Vn>n.

n

(5.9.14)

Poiché g > 1, la implica chiaramente la convergenza di >~ ‘(1T/L2)|, come
desiderato.

Dimostriamo ([5.9.14)) per induzione: il caso n = n segue dalla definizione di C'.
Se poi la (5.9.14)) vale per un certo n > n, allora

1/ _2n—1|[1) <2n—1£_ - 3 £< C
n+1)| 2n4+2|\n/)|” 2n+2nf 2n+2) nf — (n+1)%

dove I'ultima disuguaglianza segue dalla

1 3 1—|—1 ﬁ<1
2n + 2 n -

la quale ¢ equivalente alla (5.9.13)).
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10. Esercizi
10.1. Successioni di funzioni.

EseErcizio 5.10.1. Studiare la convergenza puntuale e uniforme su opportuni
sottoinsiemi di R delle seguenti successioni di funzioni:

X 27,2 xr . 2/.2 2, 2 2,2
—€ /n* Zem T/ nxe , xe
n n
EsErcizio 5.10.2. % Si consideri la successione di funzioni f, : R — R, n € N,

n*sin (z/n?)
fn(x) = 1 +—n2x2 , I E R.
1) Calcolare il limite puntuale della successione (f,,)nen.
|z|

2) Provare che si ha |f,(z)| < 5= per ogni z € R.

1+x2n?
3) Studiare la convergenza uniforme della successione (f,,)nen-

ESERCIZ10 5.10.3. x Studiare la convergenza uniforme della successione di funzioni
fol@)=2"2(1— {/|z])", z€R, neN

ESERCIZIO 5.10.4. * Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione
di funzioni (f,,)nen cosi definite:

fulz) = %log (2" +n*), zeR.
Esercizio 5.10.5. Sia f, : R — R, n € N, la successione di funzioni
fol@)= (1= Va2, zeR
Calcolare il limite puntuale
f@) = lm fy(2), TR
e discutere la convergenza uniforme delle successione.

EsErcizio 5.10.6. = Sappiamo che per ogni x € R si ha la convergenza puntuale

. T\™
lim (1 + —) =e”.
n

n—oo

Discutere la convergenza uniforme in tale limite.

EseErcizio 5.10.7. Studiare la convergenza puntuale e uniforme su opportuni
sottoinsiemi di R della successione di funzioni (f,)nen cosi definita

1+ 2"
o) =

Esercizio 5.10.8. x Sia f,, : R — R, n € N, la successione di funzioni

, T €eR.

1
fulx) = Elog(l +e"), zeR.

i) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione (f,)nen.
ii) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione delle derivate

(frlz)neN-
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EseErcizio 5.10.9. Sia f, : R — R, n € N, la successione di funzioni
folx) = V1422 zeR.

i) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione (f;)nen.
ii) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione delle derivate

(fq,z)neN-

EsErcizio 5.10.10. % Si consideri la successione di funzioni f, = g,h,, n € N,

dove
1
gn(x) = arctg(nz) e hy(z)= /22+—, xR
n

1) Calcolare il limite puntuale
f(z) = lim f,(z), z€R.
n—oo

2) Studiare la convergenza uniforme delle successioni (g, )nen € (hn)nen-
3) Provare che la successione (f,)nen converge uniformemente su R.

EsErcizio 5.10.11. Si dimostri che la convergenza puntuale in [0, 1] non ¢ me-
trizzabile. Precisamente: sia .# := f : [0, 1] — R lo spazio delle funzioni reali definite
in [0, 1]; si dimostri che non esiste una distanza d su .# tale che, per ogni successione
(fn)nen C F, valga

lim d(f,, f) =0<=Vze|0,1] fulz) = f(x).

n—oo
Suggerimento: si supponga che una tale distanza d esista e si dimostri che, per ogni
k > 1, l'insieme Ej := {z € [0,1] : d(xz,0) > %} ¢ finito, dove y, ¢ definita da
Xz(t) =0set#xex(x)=1

10.2. Serie di funzioni e di potenze.

EsErcizio 5.10.12. Studiare la convergenza puntuale e uniforme delle seguenti
serie di funzioni:

o0 o0 o0 o0

2 2 02 2
E e ", E re ", E e E e z € R.
n=0 n=0 n=0 n=0

EsERrcizio 5.10.13. % Studiare la convergenza puntuale e uniforme della seguente
serie di funzioni:

—nx

(14 n%r)e
Z 14+ n2 , 20

n=0

EseErcizio 5.10.14. x Al variare di * € R studiare la convergenza puntuale e
uniforme della serie di funzioni
oo
Z enmzanx
n=0

EsERcizio 5.10.15. x Studiare la convergenza uniforme delle serie di funzioni

= log (1+ %) . = g2 ‘ = log(1 + n|z|)
L e Do w20 D T wek
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ESERCIZIO 5.10.16. * Al variare di = € R studiare la convergenza uniforme delle
seguenti serie di funzioni

2?2 fe™m = T ik
: _ , e R.
nz:% 1 + n2z? HZ:; z2n2 + log' n nZ:O 14 x2n !

Esercizio 5.10.17. Discutere la convergenza puntuale ed uniforme della serie di

funzioni

[e.9] n

S
1+ n3z4n’ -

n=1
Si discuta, in particolare, la convergenza uniforme su [0, 1] e su [1, +oo[.

EsERrciz1O 5.10.18. % Al variare di z € R studiare la convergenza uniforme della

serie di funzioni
x

n+2(1+|z)"

n=0

EseErcizio 5.10.19. Al variare di > 0 studiare la convergenza puntuale e

uniforme della serie
o0

Z(l —log z)log" ,
n=0

e calcolarne la somma.

EsERcIZIO 5.10.20. Si consideri la serie di funzioni

0 1 — —z/n
n=1

Si dimostri che la serie converge puntualmente in R ed uniformemente in ogni sot-
toinsieme compatto di R, ma che non converge uniformemente in R. Cosa si puo dire
della derivabilita di s(z)?

ESERCIZIO 5.10.21. Si consideri la serie di funzioni
[o¢]
1— efa:/n

@0 =2 i T20

Si dimostri che la serie converge totalmente in [0, +oo[. Si studi poi la serie derivata,
dimostrando in particolare che questa converge puntualmente in (0, 400) e totalmente
in [0, +oo] per ogni § > 0. Si dimostri infine che

lim s(z) — s(0)

z—0t T

EsERrcIzIO 5.10.22. Si dimostri le seguente versione del criterio di Gauss per la
convergenza di una serie numerica. Sia (a,), una successione di numeri reali positivi

tale che
1

n1+r

Gn+1:1_£+0(
n

) per n — +00
Qn

per opportuni p € R ed 7 > 0. Allora >~ a, ¢ convergente se p > 1 e divergente se
p<1.
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EsErcizio 5.10.23. Sia f : (—R, R) — R la funzione

f(z) = Zanx", r € (—R,R),
n=0
dove 0 < R < oo e il raggio di convergenza della serie di potenze. Provare che
f € C*(—=R, R). Verificare inoltre che
(n)
a, = / <O), n € N.
n!

Esercizio 5.10.24. Sia f: R — R la funzione

flz) = Z 2\/(5_—:):08337 vek.

n=1

Provare che f € C*(R).

EsErcizio 5.10.25. Si consideri la successione di funzioni f, : R — R, n € N,

fo(z) = (x2+1)n7 z e R.

i) Provare che la serie di funzioni

> fal)

converge uniformemente per x € [—1, 1].
ii) Verificare che

d & = d
oD @) =) falw)

per ogni « € [—1,1].

EseERrcizio 5.10.26. Al variare del parametro a € R studiare la convergenza della

serie di potenze complessa
o0

log(1 + n®
Z g(\/;_rl )Zn.

Discutere la convergenza uniforme fino alla frontiera del disco di convergenza.

n=1

ESERcCIZIO 5.10.27. Per ogni z € (—1,1) calcolare la somma esatta delle serie
o0 oo oo o0 xn
" n 2,.n o
PICETED DL ST DL AN D
n=0 n=0 n=0 n=1

Esercizio 5.10.28. Calcolare (per z appartenenti ad opportuni intervalli) la
somma esatta delle serie

o0 [e.9]

i Lmop LUt
n=1

n=2 n=1




80 5. CONVERGENZA UNIFORME

EseErcizio 5.10.29. Studiare la convergenza uniforme della serie di Taylor di
f(z) =log(l + x), x > —1. Provare quindi che

log2 = iﬁ

n
n=1

Esercizio 5.10.30. x Sia p > 0 un parametro fissato. Per z > 0 si consideri la
serie di funzioni

[e.9]
f(z) = anxpﬂe_m, x > 0.
n=1

i) Discutere la convergenza puntuale.
ii) Studiare la convergenza totale e uniforme.
iii) Provare che

f(z) > / (t — DPaPtle™™dt, x> 0.
1

iv) Provare che f non ¢ continua in x = 0.

EsERrRcIZIO 5.10.31. %« Sia K C R un insieme chiuso. Costruire una funzione
f € C®(R) tale che K = {zx € R: f(z) = 0}.

10.3. Altri esercizi sulla convergenza uniforme.

Esercizio 5.10.32. x Sia f, : R — R, n € N, una successione di funzioni
periodiche, ciascuna di periodo 7;, > 0, tali che:
1) ogni f, sia continua;

2) sup T, < oc;
neN
3) fn — f uniformemente su R, per n — oc.

Provare che f e periodica.

EsErcizio 5.10.33. a) La tesi nell’Esercizio rimane valida anche solo con
la convergenza puntuale invece che uniforme in 3). Provare questa affermazione o
dare un controesempio.

b) La tesi nell’Esercizio rimane valida anche senza l'ipotesi 2). Provare
questa affermazione o dare un controesempio.

¢) La tesi nell’Esercizio rimane valida anche senza 'ipotesi 1). Provare

questa affermazione o dare un controesempio.

EseErcizio 5.10.34. Costruire funzioni f, f,, : R = R, n € N, tali che:
1) lim f,(x) = f(x) per ogni = € R;
n—o0
2) per ogni —oo < a < b < oo la convergenza al punto 1) non sia uniforme su (a, b).

EseERrc1z10 5.10.35. Mostrare tramite esempi che ciascuna delle tre ipotesi: a) X
compatto; b) f continua; e ¢) f,, continua per ogni n € N & necessaria per la validita
del Teorema [5.2.4]

EseErcizio 5.10.36. Sia X uno spazio metrico compatto, e siano f, f, € C(X),
n € N. Diciamo che la successione di funzioni (f,),en converge continuamente (o
in modo continuo) ad f su X se per ogni successione (z,),en di X convergente ad
x € X si ha lim, o fu(z,) = f(x). Dimostrare che (f,)nen converge continuamente
ad f su X se e solo se converge uniformemente ad f su X.
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10.4. Convergenza uniforme e integrale di Riemann.

EsErcizio 5.10.37. x Calcolare il seguente limite

1
1

li dz.

S o 14+ nsin(z?/n) v

EsErcizio 5.10.38. Costruire una funzione f : [0,1] — R tale che:
i) f sia Riemann-integrabile;
ii) detto A= {z €[0,1]: f non ¢ continua in z} I'insieme dei punti di discon-
tinuita di f, si abbia A = [0, 1].

ESERC1Z10 5.10.39. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione
di funzioni )
folz) = (— + sin? x) , xeR.
n

Calcolare quindi il limite

lim folz) dx.

n—oo 0

ESeERC1ZIO 5.10.40. i) Provare che

1
lim [ (1—¢*)"dt =0.

n—o0 0

ii) Si consideri la successione di funzioni f, : [-1,1] = R, n € N,

/Om(l — tH)"dt

1 5
/ (1 —t*)"dt
0
Calcolare il limite puntuale
f($) = h_>m fn(x)’ S [_17 1]7

e discutere la convergenza uniforme.

fn<x) =

x e [-1,1].

EsErcizio 5.10.41. Si consideri la successione di funzioni f, : R — R, n € N,

fula) = / "M 4 seR

ny? + x2
i) Calcolare il limite puntuale
f(z) = lim f,(z), z€R.
n—oo

ii) Studiare la convergenza uniforme nel limite precedente.






CAPITOLO 6

Calcolo differenziale in piu variabili

1. Limiti in piu variabili
Siano A C R" con n > 2, f : A — R una funzione e o € R" un punto di
accumulazione di A. Ricordiamo che
lim f(z)=LeR

Tr—T0

se per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che |f(z) — L| < € per ogni x € A tale che
0 < |z — 20| < 9. Se poi g € Aed L = f(xq) diremo che f & continua in x.
L’Esercizio mostra che esistono funzioni f : R*> — R con le seguenti
proprieta:
1) La funzione z — f(x,y) ¢ continua in = € R, per ogni y € R fissato;
2) La funzione y — f(x,y) ¢ continua in y € R per ogni = € R fissato;
3) La funzione (z,y) — f(z,y) non & continua, ad esempio nel punto (0, 0).
La seguente osservazione sui limiti “in coordinate polari” risulta spesso utile negli
esercizi. Supponiamo che 0 € R? sia punto di accumulazione per A C R? e sia
f:A—R,; allora

lim r,y)=L€eR
(z,9)—(0,0) fz.y)

se e solo se

0—=0% \ ye[o0,2n]

lim ( sup |f(gcosﬁ,gsin19)—L|> =0.

Nel caso L = £o00 esiste un’ analoga caratterizzazione del limite in coordinate polari,
che omettiamo.

2. Derivate parziali e derivate direzionali in R”

Fissiamo su R”, n > 1, la base canonica eq,...,e,, dove, per ogniz=1,...,n, si
ha
e;=(0,...,0,1,0,...,0) € R",

con 1 nella posizione i-esima.

DEFINIZIONE 6.2.1 (Derivata parziale). Sia A C R” un insieme aperto. Diciamo

che una funzione f : A — R ha derivata parziale i-esima, ¢ = 1,...,n, nel punto
r € A se esiste finito il limite
0 x+te;) — f(x
F (o) — i £ 100 = @)
o0x; t—0 t

Diremo che f e derivabile in x se esistono tutte le derivate parziali 3 () per ogni
l‘.
i=1,....n. '

83
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Osserviamo che, essendo A aperto ed x € A, si ha x4+ te; € A per ogni t
sufficientemente piccolo e quindi il limite che definisce la derivata parziale ¢ ben
definito.

ESEMPIO 6.2.2. Le derivate parziali si calcolano con le regole del calcolo differen-
ziale di una variabile. Sia ad esempio f : R? — R la funzione
flz,y) = e siny, (,y) € R
Allora le derivate parziali esistono in ogni punto e sono

0
—f(x,y) = 2z¢” siny, —(z,y)=e" cosy.

ox dy

ESEMPIO 6.2.3. La funzione f : R" = R, f(z) = |z| = (22 + ... 4+ 22)"/2 non &
derivabile in z = 0. Per x # 0, f & invece derivabile e inoltre

6_xz(x) = m, x #£0.

OSSERVAZIONE 6.2.4. Nella letteratura si incontrano le seguenti notazioni alter-
native per indicare le derivate parziali

2L 0f = 0uf = Dif = f

OSSERVAZIONE 6.2.5 (Significato geometrico delle derivate parziali). Conside-
riamo una funzione f : R*> — R derivabile nel punto (z,y) € R% Le due curve
7,7 : R = R?

nt)=(z+ty flx+ty), 2t)=(ry+t flz,y+t), teR,
sono derivabili in t = 0 e i vettori in R?
Y1(0) = (1,0, fulz,y)),  75(0) = (0,1, fy(z,y))

sono linearmente indipendenti e generatono dunque un piano 2-dimensionale in R3.
Questo ¢ il candidato piano tangente al grafico di

gr(f) = {(z,y, f(z,y)) €R?: (z,y) € R*}
nel punto (0, f(0)) € gr(f).

DEFINIZIONE 6.2.6 (Gradiente). Sia A C R™ un aperto e sia f : A — R una
funzione derivabile nel punto = € A. Il vettore

Df(x)=Vf(x)= <§—i(w),,§i(m)) eR"

si dice gradiente di f in x.

OSSERVAZIONE 6.2.7 (Significato geometrico del gradiente). Supponiamo che sia
Vf(z) # 0. Il vettore V f(z) contiene due informazioni:
i) Il versore orientato V f(z)/|V f(x)| indica la direzione orientata di massima
crescita della funzione f.
ii) La lunghezza |V f(z)| misura la velocita di crescita.

Lasciamo, per ora, tali affermazioni alla loro vaghezza.
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DEFINIZIONE 6.2.8 (Derivata direzionale). Sia A C R™ un insieme aperto. Dicia-
mo che una funzione f : A — R ha derivata direzionale nella direzione v € R™ nel
punto x € A se esiste finito il limite

IL‘2

y
flz,y) =19 2t + ¢y

Calcoliamo le derivate direzionali di f in 0 € R? in una generica direzione v =
(v1,v2) € R? con v # 0:

O () — pun FE) = FO) _ vk

v t—0 t ~ %0 t2v] + 03’
Quando v; = 0 oppure v, = 0 il limite & certamente 0. Dunque, si trova in particolare

of  of
%(0) = a—y(o) = 0.

Inoltre, quando vs # 0 si ha

of
%(0)

2 2
B viva v
= 2T
t=0 t2v] + vy Vg
Osserviamo che il limite ottenuto non ¢ un’espressione lineare in v.
La funzione f, dunque, ha derivata direzionale in 0 in ogni direzione. Tuttavia, f

non ¢ continua in 0, dal momento che per ogni m € R risulta
m

. 2y

e il valore del limite dipende dall’apertura della parabola.
Nel grafico di f

gr(f) = {(z,y, f(z,y)) € R®: (z,y) € R*}

c’e uno “strappo” nel punto 0 € gr(f). Questo impedisce I'esistenza di un “piano
tangente” al grafico, comunque si intenda la nozione di “piano tangente”.

In conclusione, la nozione di funzione derivabile e naturale ed utile. Tuttavia e
insoddisfacente per almeno due motivi: per n > 2 la derivabilita (anche in tutte le
direzioni) non implica la continuita; sempre per n > 2 la derivabilita non implica
I'esistenza di un piano tangente al grafico della funzione.

3. Funzioni a valori vettoriali

Sia A C R™ un insieme aperto e consideriamo una funzione f : A — R™, m > 1.
Avremo f = (fi,..., fm) dove f; : A= R, j =1,...,m, sono le funzioni coordinate
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di f. D’ora in avanti, ci atterremo alla convenzione di rappresentare f come un
vettore colonna

fi
(6.3.15) f=1:
Jm
Diciamo che f & derivabile in un punto x € A se ciascuna coordinata fi,..., f,, €
derivabile in x. In questo caso, scriveremo
ofi
9z, (z)
of .
. (&) = : R R
x
0331-

DEFINIZIONE 6.3.1 (Matrice Jacobiana). Sia A C R”™ un aperto e sia f : A — R™
una funzione derivabile nel punto z € A. La matrice

df df1
Ji(x) = Jf(z) = afz af; = :
m m me($)

si dice matrice Jacobiana di f in x. La matrice J f(x) ha m righe and n colonne.

Il significato geometrico della matrice Jacobiana e piu recondito. Ritorneremo su
questo punto piu avanti.

4. Funzioni differenziabili

In questa sezione introduciamo la definizione di funzione differenziabile. Facciamo
prima alcuni richiami di algebra lineare.
Sia T': R™ — R™ una trasformazione lineare, 7' € .Z(R"; R™). Fissiamo le basi

e1,...,e, base canonica di R",
ef,...,e, base canonica di R™.
Siano T;; e R, ¢ =1,...,me j=1,...,n, i numeri reali definiti tramite la seguente

relazione
m
Te; = E Tijei, Jj=1,...,n.
i=1

Esiste una corrispondenza biunivoca fra la trasformazione lineare 7" e la matrice

(T;)i=1,....m. Scriviamo il punto x € R"™ come vettore colonna
7j=1,..n

X1
T = : e R".

Tn
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Avremo allora, con la notazione di prodotto righe-colonne,
n
>_ T
Ty ... T x j=1
T(x)=Tx = Do : - : c R".
n
> T
j=1

La corrispondenza fra T' e la matrice (7};)i=1,..m dipende dalla scelta delle basi
j=1,..,n

Tml c. Tmn Tn

canoniche su R"” ed R™.

DEFINIZIONE 6.4.1 (Differenziale). Sia A C R", n > 1, un insieme aperto. Una
funzione f : A — R™, m > 1, si dice differenziabile (o Fréchet-differenziabile) in un
punto zy € A se esiste una trasformazione lineare 7' € Z(R", R™) tale che

(6.4.16) iy £@) = flwo) = T(x — o)

T |z — x0]

= 0.

Chiameremo la trasformazione lineare df (xo) = T il differenziale di f in xq.

OSSERVAZIONE 6.4.2. Lasciamo al lettore il compito di verificare le seguenti af-
fermazioni.

1. Unicita del differenziale. Se il differenziale esiste allora esso ¢ unico. Precisa-
mente, se T, T € Z(R",R™) sono trasformazioni lineari che verificano (per

lo stesso punto ), allora T' = T Infatti, per ogni v € R" si ha
Ty — 1y 4 @0t tv) = [(xo)
t—0+ t
e 'unicita di T segue dall'unicita del limite.
2. Caso n = 1. Quando n = 1 (e indipendentemente da m > 1), le nozioni di
derivabilita e differenziabilita coincidono e inoltre

df (xg) = f'(x9) come vettori di R™.

La verifica di queste affermazioni e lasciata come esercizio.

3. Differenziale di una trasformazione lineare. Se f : R™ — R™ e lineare, allora
df (zo) = f € Z(R™,R™) in ogni punto xy € R™. Questo segue in modo elementare
dal fatto che per ogni x € R" si ha

f(z) = f(zo) — df (xo)(x — wo) = f(x) — f(x0) — f(x — z9) = 0.
4. Caso vettoriale. Una funzione f a valori in R™ e differenziabile se e solo se le
sue m coordinate sono differenziabili.

La Definizione [6.4.1] ha una generalizzazione naturale nell’ambito degli spazi nor-
mati.

DEFINIZIONE 6.4.3. Siano (X, || - ||x) e (Y,]| - ||y) due spazi normati, e sia A C X
un aperto. Una funzione f : A — Y si dice Fréchet-differenziabile in un punto xo € A
se esiste una trasformazione lineare e continua 7' € Z(X,Y’) tale che

o 15@) = (o) = T = w0y

60.4.17
(6.4.17) A Iz —2ollx

=0.
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La trasformazione lineare df (xy) = T si chiama il differenziale di f in x.
Il differenziale € per definizione una trasformazione lineare e continua.

TEOREMA 6.4.4 (Caratterizzazione della differenziabilita). Sia f : A — R™
una funzione con A C R” insieme aperto e zyp € A. Sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

A) La funzione f & differenziabile in .
B) Esistono una trasformazione lineare 7' € Z(R",R™) ed una funzione E,, :
A — R™ tali che f(x) = f(xo) + T(x — x¢) + Eyy(x) per z € A e

E.(xz) =o(lx — x0]), x— xo.

DiMm. A)=-B). Scegliamo T" = df (x¢) e definiamo E, (x) = f(x)—f(xo)—T(x—2x0).

La funzione E,, verifica la proprieta richiesta

lim EIO—(:E) = lim f(‘T) - f(xo) - T(ZL’ — IO)

T—xo |Z‘ — $0| B T—xTo |J} - xo‘

=0,

in quanto f ¢ differenziabile.
B)=-A) Proviamo che T' € Z(R", R™) data in B) ¢ il differenziale di f:
f(z) = f@o) — T(x — o) By (2)

lim = lim —= =0.
T—x0 ’x — l’o' T—x0 ‘,CL" — $0|

O

TEOREMA 6.4.5. Sia f: A — R™ una funzione differenziabile nel punto zy, € A
con A C R” insieme aperto. Allora:

i) f € continua in x.
ii) f ha in xy derivata direzionale in ogni direzione v € R™ e inoltre

of
%(330) = df (z0)(v).

In particolare, la differenziabilita implica la derivabilita.

(6.4.18)

Dim. i) Usiamo la caratterizzazione B) della differenziabilita nel teorema prece-
dente, la continuita di 7" e le proprieta di E,,:

Jim () = lim (f(w0) + T = 20) + Fay () = f(0).

ii) Usiamo di nuovo la caratterizzazione B):

%(m) = lim flzo + tﬂt) — f(@o)
~ lim df (z)(tv) +th0 (zo + tv)
= o) (o) + fimy P = ) 0),



4. FUNZIONI DIFFERENZIABILI 89

OSSERVAZIONE 6.4.6 (Significato geometrico del gradiente). Quando m = 1 si ha
df (zo)(v) = (Vf(z0),v) e quindi si ottiene la seguente formula di rappresentazione
per la derivata direzionale

fulao) = S (an) = (V7o) )

Se |v| = 1 allora | f,(zo)| = (V f(x0),v)| < |V f(z0)].- Deduciamo che

mex fo(@o) = |V f(x0)]

e il massimo ¢ raggiunto con la scelta v = V f(z)/|V f(x)|.

OSSERVAZIONE 6.4.7 (Test della differenziabilita). Quando m = 1, la formula
(6.4.16|) che definisce la differenziabilita si puo riscrivere nel seguente modo

(6.4.19) i @) = flwo) = (Vf(wo), 2 — 29)

T—x0 ’x — ,Iol

=0.

Dunque, per controllare la differenziabilita di f in z( si controlla prima l’esistenza
delle derivate parziali in z(, e poi si verifica che il limite in (6.4.19) sia zero.

OSSERVAZIONE 6.4.8 (Identificazione di df (xo) e J f(zo)). Sia ora f a valori in R™
con m > 1 e sia (Tij)i=1,..,m la matrice associata al differenziale T" = df (z). Allora

.....

Jj=1,...,n
avremo

T, = (Tej e0) = (df (ao)ley), ) = (fs (o), 0) = g2 (o).

Ly

Dunque, possiamo identificare df (zo) con la matrice Jacobiana J f(zo)

df (zo) = J f(x0).
Questa identificazione dipende dalla scelta delle basi canoniche.

DEFINIZIONE 6.4.9 (Piano tangente ad un grafico). Sia f : A — R differenziabile
in un punto zy € A. Sappiamo allora che si ha lo sviluppo

f(@) = f(zo) + (V[(20), ® — z0) + Eyy (),
dove E, (z) = o(|x — x¢|) per x — zo. Consideriamo la parte lineare dello sviluppo
p(x) = f(zo) +(V[f(20), 2 — 20), z€R"

La funzione ¢ : R" — R & affine, verifica p(z¢) = f(x0) e |f(z) — p(z)| = o(|x — o))
per © — x¢. Il suo grafico

gr(p) = {(z,p(z)) e R 1z € R}

¢ un piano affine n-dimensionale che si dice piano tangente (affine) al grafico di f nel
punto (zo, f(zo)) € gr(f).

EsEmMPIO 6.4.10. Sia f : R™ — R la funzione f(z) = /1 + |z|? e consideriamo la
superficie n-dimensionale

M =gr(f) = {(z, f(z)) e R"" : 2 € R"}.
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M ¢ la falda superiore di un iperboloide di rotazione n-dimensionale. Calcoliamo il
piano tangente ad M nel punto (zg, f(zo)) € gr(f). Il gradiente di f in z ¢

Vf(xo) =

Lo
1+ ’330|2‘

Il piano tangente (affine) ¢ il grafico della funzione

o(r) = f(x0) + (Vf(20), 7 — 20) = /14 [20]* +

e precisamente

(o, 7 —m0) 14 (x0,7)

\/1"‘ ‘1’0’2 B \/ 1+ |:1:0]2’

1+ (zg, x) }

gr :{a:,xn eR"™ g, = —L
() ( +1) +1 T+ 2P

5. Differenziale della funzione composta

In questa sezione proviamo la formula per il differenziale della funzione composta.
Nel caso di somma e prodotto di funzioni si hanno i seguenti fatti.

1. Differenziale della somma. Se f,g: A — R™, A C R" aperto, sono differenzia-
bili in un punto xy € A allora anche la funzione somma f + g e differenziabile in xg
e inoltre

d(f + g)(zo) = df (zo) + dg(x0).
La verifica ¢ elementare.
2. Differenziale del prodotto. Siano f,g: A — R, A C R" aperto, funzioni diffe-

renziabili in un punto zy € A. Allora anche la funzione prodotto f - g e differenziabile
in zg e inoltre

d(f - 9)(wo) = f(wo)dg(xo) + g(zo)df (xo).
La verifica e elementare e si ottiene moltiplicando gli sviluppi
f(x) = f(z0) + df (xo)(x — w0) + Fio()
9(z) = g(wo) + dg(o)(x — o) + Gy (),

con Fy (z) = o(|z — x0|) e Gy (x) = 0|z — x0|) per x — .

TEOREMA 6.5.1 (Differenziale della funzione composta). Sia A C R™ un insieme
aperto e sia f : A — R™ una funzione differenziabile nel punto zy € A. Sia poi
B C R™ un insieme aperto tale che f(A) C B e sia g : B — R* una funzione
differenziabile nel punto f(zg) € B. Allora la funzione composta go f : A — RF &
differenziabile nel punto zy e inoltre

(6.5.20) d(g o f)(xo) = dg(f(wo)) o df (x0).

Equivalentemente, le matrici Jacobiane verificano

(6.5.21) Jgor(w0) = Jy(f(x0)) J¢(20),
kxn kxm mxn

con la notazione di prodotto fra matrici righexcolonne.
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DiM. Per il Teorema [6.4.4] avremo
f(@) = f(zo) + T(z — o) + Fio(z), z €A,
con T' = df(zg) € Z(R",R™) ed F,, : A — R™ tale che F,,(z) = o(|z — x¢|) per
x — xo. Inoltre, posto yo = f(x¢), avremo
9(y) = 9(wo) + Sy — ) + Gy (y), vy € B,

con S = dg(yy) € L(R™ RF) ed G, : B — RF tale che Gy, (y) = o(ly — vol|) per

Y = Yo-
Componendo f con g si trova

9(f(x)) = g(f (o)) + S(f(x) = f(20)) + G f(a) (f ()
= 9(f(20)) + S(T(2 — x0) + Fuo()) + G yao) (f ()
= 9(f(20)) + S(T(x = x0)) + S(Fay (#)) + Gia) (f ().

Abbiamo usato la linearita di S.
Chiaramente si ha SoT € Z(R";R*). Consideriamo la funzione H,, : A — RF

Hayy(x) = S(Foo (7)) + G ) (f(2)-
Da un lato avremo, per x — x,
S(Fe(x)) = of|x — o),

e dall’altro, siccome © — zo implica f(x) — f(x¢) (la differenziabilita implica la
continuita), per f(z) # f(xy) avremo

Grao)(f(2))  |T(x —x0) + Epo(x)] Gag)(f(2))
f (o)

=o(lz — xo|), = — .

@ — x| R |f(z) = [ (o)
Quando f(z) = f(zo), e semplicemente G () (f(z)) = 0.
In conclusione, H, (z) = o(|]z — zo|) per  — xo. Per il Teorema [6.4.4] go f &

differenziabile in zq con differenziale d(g o f)(xg) =S oT = dg(f(xo)) o df (xo).
U

ESEMPIO 6.5.2 (Derivata di una funzione lungo una curva). Sia+y : [0,1] — R" una
curva derivabile (equivalentemente, differenziabile) in tutti i punti. Coerentemente
con la convenzione fissata in (6.3.15]), pensiamo + come un vettore colonna

71(?)
() = : , telo,1].

W/n.(t)

Sia poi f : R" — R una funzione differenziabile (in tutti i punti lungo la curva).
Allora avremo
1 (t)

LIG0) = I ) = TV 0 = (5260) -+ 2 010)
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Con una notazione piu compatta possiamo anche scrivere

(6.5.22) %f(v(t)) = (Vi(v(@®),7@)), t<l01].

EsemMPIO 6.5.3. Esplicitiamo la formula (6.5.21)) del Teorema [6.5.1} Siano f :
R" — R™ e g : R™ — R* due funzioni differenziabili. La composizione G = go f

ha k componenti G = (Gq,...,Gy), da pensare come vettore colonna. La formula
(6.5.21)), ovvero JG(x) = Jg(f(x)) J f(z), si legge nel seguente modo:

oG, 0G\ (09 d9\ [ Oh  of

oxy Oz, oyr  Oym oxy  Oxp,

oG, G, doc oo || 0h  Oh

oxy ~ Ox, oyr  Oym ory Oz,

dove le derivate parziali di g vanno calcolate nel punto f(x), quelle di f e G nel punto
x. Alla riga i € {1,...,k} e colonna j € {1,...,n} della matrice JG(z) si trova

I'entrata
agz 8f€
(99[;3 Z 0yg (93(:]( z).

6. Teoremi del valor medio
In questa sezione estendiamo il Teorema di Lagrange al caso multidimensionale.

TEOREMA 6.6.1. Sia f : A — R una funzione differenziabile nell’aperto A C R”,
e siano z,y € A punti tali che [z,y] :== {tz + (1 —t)y e R" : t € [0,1]} C A. Allora
esiste un punto z € [z,y] tale che

(6.6.23) f@) = fly) = (Vf(2), 2 —y).

DiM. Sia v :[0,1] = A, y(t) = tx + (1 — t)y una parametrizzazione del segmento,
e definiamo la funzione composta ¢ = f oy, ovvero

p(t) = flte + (1 =t)y) = f(r(1)), te01].
Per il Teorema ¢ e differenziabile su [0, 1], e quindi per il Teorema di Lagrange
esiste un punto t* € [0, 1] tale che p(1) — ¢(0) = ¢'(t*). Per la formula (6.5.22)),

¢'(t) =(Vf(r(®),Y (), telo1].
e dunque, posto z = y(t*), si ottiene la tesi. O

Nel caso di funzioni a valori vettoriali la formulazione del Teorema del valor medio
deve essere precisata.

TEOREMA 6.6.2. Sia f : A — R™ una funzione differenziabile nell’aperto A C R”,
e siano z,y € A punti tali che [z,y] := {tz+ (1 —t)y e R" : t € [0,1]} C A. Allora
per ogni v € R™ esiste un punto z € [x,y] tale che

(6.6.24) (f(x) = f(y), v) = {df (2)(x = y),v).
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DiM. Sia vy :[0,1] — A, v(t) = tz + (1 — t)y una parametrizzazione del segmento,
e definiamo la funzione composta ¢ = (f oy, v) ovvero

= Zfi@fr + (L =t)y),v), tel01].

Per la linearita del prodotto scalare possiamo portare la derivata in ¢ dentro il prodotto
scalare, e dunque, per il Teorema [6.5.1},

m

B Z %f"wt))“i =Y (Vi(v(), 2 = y)vi = (df (v(t)) (@ — ), v).

i=1
Abbiamo omesso i conti che provano 'ultima identita.

Per il Teoremal6.5.1], ¢ & differenziabile su [0, 1], e quindi per il Teorema di Lagran-
ge esiste un punto t* € [0, 1] tale che ¢(1) — ¢(0) = ¢'(t*). Dunque, posto z = (t*),
si ottiene la tesi. 0

COROLLARIO 6.6.3. Sia f : A — R™ una funzione differenziabile nell’aperto
A CR", e siano z,y € A punti tali che [z,y] := {tz+ (1 —t)y e R": t € [0,1]} C A.
Allora esiste un punto z € [x,y] tale che
(6.6.25) [f(2) = F()l < lldf ()|l =yl
dove ||df (2)|| & la norma di df(z) € Z(R", R™).
Dim. Per ogniv € R™ esiste z € [z, y] che rende vera I'identita (6.6.24)). Scegliamo
v = f(z)— f(y) e, usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e la (2.4.1)), otteniamo
[f(x) = f)IP = {df (2)(z — ), f(z) = F(y))
< |df (2)(z = y)llf () — f(y)]
< ldf (2)lllz = yllf (z) — f(y)l.

Se |f(z) — f(y)] = 0 la tesi ¢ banalmente verificata. Possiamo dunque dividere per
|f(x) — f(y)| # 0 e ottenere la tesi. O

COROLLARIO 6.6.4. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f : A — R™ una funzione
differenziabile in A. Allora f ¢ Lipschitziana in A se e solo se sup,.4 ||df (x)] < oo;
si ha inoltre 'uguaglianza

Lip(f) = sup ||df (=)
z€A

DiM. Supponiamo che f sia Lipschitziana; dato x € A esiste v € R” tale che
lo]f =1e

o ) = £ @)

t—0 ’t|

ldf ()|l = lldf () ()| =

da cui sup,e 4 [|df ()| < Lip(f).
Viceversa, se sup,c, ||df (x)|| < oo, allora il Corollario implica immediata-
mente che Lip(f) < sup,cy ||df (2)]]- O

H or < Lip(/).
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7. Funzioni di classe C!

Siano A C R"™ un aperto ed f : A — R™, m > 1, una funzione con coordinate

f:(.fla"'afm)-

DEFINIZIONE 6.7.1. Definiamo C'(A;R™) come l'insieme di tutte le funzioni f :
A — R™ tali che esistano e siano continue in A tutte le derivate parziali

of;
ox;
Scriveremo anche C'(A) = C1(A;R).

eC(A), i=1,...,n, j=1,...,m.

Il seguente risultato viene talvolta chiamato Teorema del differenziale totale.
TEOREMA 6.7.2. Se f € C'(A;R™) allora f & differenziabile in ogni punto x, € A.

Dim. E sufficiente provare il teorema nel caso m = 1. Fissato xg € A consideriamo
la trasformazione lineare T' € .Z(R"; R)

Th = (Y f(a0).h) = 3" hy o2 (ay).

Dobbiamo provare che

(6.7.26) EL% f(zo+h) |_h{($0) —Th _

Partiamo dalla seguente espansione telescopica:

Fxo + 1) — f(wo (x0+2he,) — f(ao)

= Zf(xo + Zhiei> - f<x0 + jZihieZ).
Jj=1 i=1 i1

Dal Teorema del valor medio segue che per ogni j = 1,...,n esiste hj € R tale che
|h5| < |hj| < |h[ e si ha

j—1

f<x0+zj:hiei> - ($0+Zhez> = 8f <x0+2hel+h*e3>
=1

=1
Deduciamo che

— I_h{(xO)_Th Z n| Lo [af (%*Zheﬁ”%) ‘%@0)]’

J

dove le quantita h;/|h| rimangono limitate, mentre per la continuita delle derivate
parziali si ha per ogni j =1,...,n:

2 (o £ 1) - 2] .

J

e la tesi (6.7.26) segue. U
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OSSERVAZIONE 6.7.3. Riassumiamo la situazione:
feC*A) = fdifferenziabilein A = f derivabile e continua in A.

Tuttavia, f pud essere differenziabile in ogni punto di A senza che sia f € C'(A).
Questo fatto e gia vero in dimensione n = 1.

8. Teoremi di McShane e di Rademacher

In questa sezione accenniamo ad alcuni teoremi piu avanzati sulle funzioni Lip-
schitziane.

TEOREMA 6.8.1 (Teorema di estensione di McShane). Siano (X, d) uno spazio
metrico e f : A — R™ una funzione Lipschitziana su un sottinsieme non vuoto
A C X. Allora esiste f : X — R™ Lipschitziana e tale che fj4 = f.

DiM. Ragionando componente per componente non e restrittivo supporre che
m = 1. Scriviamo L := Lip(f) e definiamo

f(x)r==zgg{f(y)—-Ld(x,y)}'

Verifichiamo che f & ben definita, ovvero che per ogni x € X il sup nella definizione

di f(z) e finito. Sia z( € A fissato, allora per ogni y € A
fy) = Ld(z,y) < f(xo) + Ld(wo,y) — Ld(x,y) < f(x0) + Ld(z, z0),

dove abbiamo usato la Lipschitzianita di f su A e la disuguaglianza triangolare.
Questo dimostra che f(z) < f(xo) + Ld(x, xo). )
Dimostriamo ora che f = f su A. Per ogni x € A vale certamente f(z) > f(x)

(basta prendere y = z nella definizione di f(x)); la disuguaglianza opposta segue
osservando che, per ogni y € A, si ha per Lipschitzianita

fly) — Ld(x,y) < f(z)

da cui, passando al sup su y € A, f(z) < f(x).
Dimostriamo che f e Lipschitziana su X: dati z,y, € X ee > 0, si fissi y € A tale
che

f(x) < f(y) — Ld(z, ) + €.
Usando la disuguaglianza f(y) > f(y) — Ld(y,y) si ottiene

fx) = f(y) < —Ld(z,§) + Ld(y.5) + ¢ < Ld(z,y) + ¢
e dunque f(z) — f(y) < Ld(x,y) per arbitrarieta di ¢ > 0. Un ragionamento
simmetrico restituisce la disuguaglianza f(y) — f(z) < Ld(x,y), da cui segue la
Lipschitzianita |f(x) — f(y)| < Ld(zx,y). O

OSSERVAZIONE 6.8.2. In modo analogo ¢ possibile dimostrare che, nel caso, m = 1
anche la funzione f(x) := inf,ea{f(y)+Ld(z,y)} estende f in maniera Lipschitziana.
Si puo dimostrare che f e f sono, rispettivamente, la pilt piccola e pitt grande tra le
possibili estensioni Lipschitziane di f a tutto X con costante di Lipschitz al piu L.
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Osserviamo inoltre che, nel caso m = 1, la costruzione utilizzata nel Teoremal6.8.1]
fornisce un’estensione f tale che Lip(f) = Lip(f). Pertanto, nel caso m > 2 si puo
trovare un’estensione f : X — R™ tale che Lip(f) < /m Lip(f); nel caso X = R" si
puo tuttavia fare di meglio.

TEOREMA 6.8.3 (Teorema di estensione di Kirszbraun). Sia f : A — R™ una
funzione Lipschitziana su un sottinsieme non vuoto A C R". Allora esiste f : R" —

R™ tale che fia = f e Lip(f) = Lip(f).

Per una dimostrazione del teorema di Kirszbraun si puo consultare il libro Geo-
metric Measure Theory di H. Federer, pag. 201.

Enunciamo ora la nozione di insieme di misura nulla in R".

Un plurirettangolo di R™ e un insieme della forma

Q = [ay,b1] X ... X [an, b,] C R,

con —00 < a; < b; < oo perognii=1,...,n. La misura (o volume) del plurirettan-
golo @ e il numero reale

Q| = (b1 —a1) ...+ (bn — an).

DEFINIZIONE 6.8.4 (Insieme di misura nulla). Diremo che un insieme A C R",
n > 1, ha misura nulla in R™ e scriveremo |A| = 0, se per ogni € > 0 esiste una
successione @y, k € N, di plurirettangoli di R” tali che

AC UQk, e Z\QH <e.
k=1 k=1

La definizione puo essere equivalentemente data usando ricoprimenti di soli cubi
oppure di palle.

EsEMPIO 6.8.5. Mostriamo che Q" C R™ ha misura nulla. Essendo l'insieme
numerabile, si ha
Q"z{quQ":keN}.
Per ogni k € N, sia ) il cubo con facce parallele agli iperpiani coordinati, centrato
in g4 e di lato £/2%/™. Chiaramente

el ¢ Yo=Y 5=<
k=1 k=1 k=1

Osserviamo, tuttavia, che esistono insiemi di misura nulla con la cardinalita del
continuo.

TEOREMA 6.8.6 (Lebesgue). Sia f : [0,1] — R una funzione monotona. Allora
esiste un insieme A C [0, 1] di misura nulla in R, |A| = 0, tale che f & derivabile in
tutti i punti di [0,1] \ A.

La dimostrazione del Teorema di Lebesgue ¢ impegnativa ed ¢ il punto di par-
tenza di vari risultati di Analisi Reale e Teoria della Misura. Si veda ad esempio
Kolmogorov-Fomin, Elementi di teoria delle funzioni e di analisi funzionale, Mir 1980,
p.319. Per le funzioni Lipschitziane (e piu in generale per le funzioni a variazione
limitata) vale il teorema di Jordan.
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TEOREMA 6.8.7. Sia f : [0,1] — R una funzione Lipschitziana (pil in generale:
una funzione a variazione limitata). Allora esistono due funzioni ¢, : [0,1] - R
monotone tali che f = ¢ — .

Siccome 'unione di due insiemi di misura nulla ha ancora misura nulla, dal Teo-
rema di Lebesgue segue che le funzioni Lipschitziane sono derivabili al di fuori di un
insieme di misura nulla. L’estensione di questo teorema al caso di funzioni di piu
variabili e nota come Teorema di Rademacher.

TEOREMA 6.8.8 (Rademacher). Sia f : R® — R™ n,m > 1, una funzione Lip-
schitziana. Allora esiste un insieme A C R"™ di misura nulla, |A| = 0, tale che f &
differenziabile in tutti i punti di R™\ A.

La dimostrazione si basa sul risultato unidimensionale n = 1. Si veda Evans-
Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of Functions, p.81 (ed anche p.235, per
una dimostrazione basata sulla teoria degli Spazi di Sobolev).

EsEMPIO 6.8.9. Sia K C R” un chiuso. La funzione distanza f(x) = dist(z, K) ¢
1-Lipschitziana. Dunque, e differenziabile al di fuori di un insieme di misura nulla.
9. Derivate di ordine superiore. Teorema di Schwarz

Sia A C R"™ un insieme aperto e sia f : A — R una funzione derivabile, ovvero
con tutte le derivate parziali

0
/ A—=R, i=1,...,n.
afl,’i
Possiamo allora definire, se esistono, le derivate parziali di ordine 2
o of  Of

= —D.Dif = fyu. ij=1,...n
8:1:]- 8.177, 83:]8371 J f f e b "

Nel caso di indici uguali, scriveremo

2f  O°f

Ox;01; 012

)

In generale, l'ordine in cui sono calcolate le derivate parziali e rilevante.

EseEMPIO 6.9.1. Calcoliamo le derivate parziali seconde miste in 0 della funzione
f:R? =R,

22— o2

sy =Y

f(z,y) = 22 + y?

0, altrimenti.

se 22 +y* # 0,

Se 22 + 4% # 0, la derivata parziale di f in x ¢
oty + 4%y — P
fZE (Q?, y) =

(I2 + y2)2

Y

mentre f,(0,0) = 0. Di conseguenza,

£10(0,0) = lim 2(0:8) = /=(0,0)

y—0 Yy

=1
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D’altra parte, per un evidente argomento di simmetria, si ha

fy(0,0) = 1.

Dunque, entrambe le derivate parziali miste in 0 esistono, ma sono diverse:
fzy(o) =-1#1= fyw(o)-

Se le derivate parziali seconde miste sono continue, tuttavia, allora coincidono.
Precisamente, si ha il seguente teorema:

TEOREMA 6.9.2 (Schwarz). Sia f : R? — R una funzione con le derivate parziali
seconde miste definite in un intorno di 0 € R? e continue nel punto 0. Allora si ha

Jay(0) = fya(0).
DiM. Definiamo la funzione
A<h7k) = f(hak) _f<h70) _f<0>k) +f(070) = F(h>k) _F<O?k)7 h>k S R,

dove F(h,k) = f(h,k) — f(h,0). Per il Teorema di Lagrange (o del valor medio)
esiste h* € (0, h) tale che

F(h, k) — F(0,k) = Fu(h*, k)h = (fo(h* k) — fo(h*,0))h.

Di nuovo per il Teorema del valor medio, esiste ke (0,k) tale che f,(h* k) —

-~

fz(h*,0) = fuu(h*, k)k. Scegliendo k = h, facendo il limite h — 0 e usando la
continuita della funzione (z,y) — fu,(z,y) in 0 € R?| si trova

lim —A(h’ h)

h—0  h2

=l £, (1", F) = £, 0)
In modo analogo, partendo da
A(h,K) = f(h, ) = F(0, k) — F(h, 0) + £(0,0) = G(h, k) — G(h,0),
dove G(h,k) = f(h,k) — f(0,k), si trova per un opportuno k* € (0,k) e per un

~

opportuno h € (0, h)
A(h, k) = Gy(h, k*)k = k(f,(h, k*) = f,(0, k%)) = kh . (h, k),

e dunque
. A(h,h) ~
i = = i e 1) = (0.
La tesi segue dall’'unicita del limite. O

DEFINIZIONE 6.9.3. Sia A C R" un insieme aperto. Definiamo C?(A) come 1'in-
sieme di tutte le funzioni f € C1(A) tali che esistono e sono continue in A tutte le
derivate parziali del secondo ordine

0% f
81’,’81']'

La matrice Hessiana di una funzione f € C*(A) ¢ la matrice n x n

D*f(z) = Hf(z) = (D;D, f(x)).

i,7=1,...,n"

DZD]f = S C(A), 'L,j = 1, o, n.
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Se f € C?(A) allora per il Teorema di Schwarz le derivate miste coincidono
Dszf = DjDif, Z,j = 1,...,n.
Di conseguenza, la matrice Hessiana ¢ simmetrica.

DEFINIZIONE 6.9.4. Sia A C R™ un insieme aperto. Per ogni k& € N, definiamo
C*(A) come l'insieme di tutte le funzioni f : A — R tali che esistano e siano continue
in A tutte le derivate parziali di ordine k

k

Definiamo quindi 'insieme delle funzioni con derivate parziali continue di ogni ordine

C=(A) =[] C*(A).

Dil"'Dikf: EO(A), il,...,ikE{l,...,n}.

OSSERVAZIONE 6.9.5. Dal Teorema di Schwarz discende il seguente fatto. Se
feC*A), k>1,allora

D, ... Dy f = Dyiyy - - Dogip) f
per ogni permutazione o : {1,...,n} — {1,...,n} che fissa {1,...,n} \ {i1,... i}
In altri termini, e possibile scambiare a piacere 'ordine di derivazione.
10. Formula di Taylor in piu variabili. Richiami sulle forme quadratiche

Nello studio dei punti critici avremo bisogno della formula di Taylor in piu varia-
bili. Qui proveremo la formula al secondo ordine ed enuncieremo la formula generale
senza dimostrazione.

LEMMA 6.10.1 (Formula di Taylor del secondo ordine). Siano A C R™ un insieme
aperto, g € A ed f € C?(A). Allora per ogni x € A tale che [rg, 2] C A esiste un
punto z € [zg, z| tale che

1
f(z) = f(2o) + (V[f(0),x — wo) + §<Hf(2)(37 — o), T — Zo).
DiMm. Sia v = x — 2 e definiamo la funzione
olt) = f(o +t0), te[0,1]
Chiaramente, ©(0) = f(z0), (1) = f(z) e inoltre ¢ € C?([0,1]). Per la formula dello

sviluppo di Taylor nel caso 1-dimensionale per ogni ¢ € [0, 1] esiste T € [0, ] tale che

(6.10.27) ﬂw:mm+¢mﬁ+%%mm

Calcoliamo le derivate di ¢. Per la formula della derivata della funzione composta
o' (t) = (Vf(xg+tv),v) = Z fu, (0 + tv)vy,
i=1

e inoltre

Spll(t) — Z fmim]_ (mo + tU)Uz‘Uj = <Hf(:130 + tv)v, U>.

1,7=1
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Scegliamo ¢t = 1 nella formula (6.10.27)) e sia 7 € [0, 1] il valore che renda vera la
(6.10.27]). Con la scelta z = xg + Tv otteniamo la tesi. O

OSSERVAZIONE 6.10.2. Nelle ipotesi del Lemma precedente si ha, con v = x — xg
(Hf(2)(x = o), — w0) = (H f(wo)v,v) + ([Hf(2) = H[(xo)]v,v)
= (H f(zo)v,v) +o(|v]*), v=2—120—0,
essendo z € [xg, z] ed usando la continuita delle derivate parziali seconde.

Per enunciare la formula di Taylor nel caso generale occorrono alcune notazioni.

Dato un multi-indice a € N" ovvero a = (o, ...,a,) con o; = 0,1,2. .., definiamo
lal =1+ ...+ a,, a=a!l ... -a,l
Per x € R” si pone poi 2% = 7" - ... 20" e
Do olal

- ox{t ... 0xen’

TEOREMA 6.10.3 (Formula di Taylor). Siano A C R" un insieme aperto, xo € A
ed f € C*1(A), k € N. Allora per ogni x € A tale che [xg,z] C A esiste un punto
z € [xg, x] tale che

fay =3 2B ey S Da&f!(z)(x—xo)a.

(6%
|| <k |a|=k+1

Concludiamo questa sezione con alcuni richiami sulle forme quadratiche.

DEFINIZIONE 6.10.4 (Forme quadratiche (semi)definite). Sia B una matrice reale
n X n simmetrica, B = B*.
i) Diremo che B ¢ semidefinita positiva se (Bv,v) > 0 per ogni v € R™.
Scriveremo in questo caso B > 0.
ii) Diremo che B & definita positiva se (Bv,v) > 0 per ogni v € R", v # 0.
Scriveremo in questo caso B > 0.
Diremo che B ¢ semidefinita negativa se —B > 0, che & definita negativa se —B > 0.

LEMMA 6.10.5. Sia B una matrice reale n x n simmetrica. Sono equivalenti le
seguenti affermazioni:

1) B > 0, ovvero B ¢ definita positiva;

2) Esiste una costante m > 0 tale che (Bv,v) > m|v|?

per ogni v € R™.

DiM. L’'implicazione 2)=-1) & chiara. Proviamo I'implicazione opposta. L’insieme
K = {v € R" : |v| = 1} ¢ compatto e la funzione g : K — R, g(v) = (Bv,v) ¢
continua. Per il Teorema di Weierstrass esiste vy € K tale che

m = iréllr(lg(v) = (Bug, vg) > 0.

Ora, se v € R" con v # 0, avremo
v

(B ) =m,

ol vl

da cui segue la tesi per un generico v. 0
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OSSERVAZIONE 6.10.6. Siano A\; < ... < )\, gli autovalori della matrice simmetri-
ca B. Dal corso di Geometria 2 sappiamo che B > 0 se e solo se Ay > 0 e che B >0
se e solo se A; > 0. In effetti, risulta

A =m= |rrllin<Bv, v).
v|=1

11. Punti critici. Punti di massimo e minimo locale

In questa sezione presentiamo condizioni necessarie e condizioni sufficienti affinche
una funzione abbia punti di estremo locale.

DEFINIZIONE 6.11.1 (Punto di estremo locale). Sia A C R™ un insieme.
i) Un punto xy € A si dice punto di massimo locale di una funzione f: A — R se
esiste r > 0 tale che per ogni x € B,(z) N A si ha

f(x) < f(wo).
Se f(x) < f(xo) per ogni x € AN B,(x0) \ {xo} diremo che z( ¢ un punto di massimo
locale stretto.
ii) Un punto zg € A si dice punto di minimo locale di una funzione f: A — R se
esiste 7 > 0 tale che per ogni x € B,(z9) N A

f(@) = flxo).
Se f(x) > f(xo) per ogni z € AN B,(xg) \ {0} diremo che z( & un punto di minimo
locale stretto.

I punti critici di una funzione sono i punti dove il gradiente si annulla.

DEFINIZIONE 6.11.2 (Punto critico). Sia A C R™ un insieme aperto. Un punto
zg € A si dice punto critico di una funzione f € C1(A) se V f(xq) = 0.

Prossimo obiettivo ¢ di provare che i punti di estremo locale sono punti critici
dove la matrice Hessiana ¢ definita positiva oppure negativa.

TEOREMA 6.11.3 (Condizioni necessarie di estremalita locale). Sia zy € A, con
A C R" aperto, un punto di minimo locale di una funzione f € C?(A). Allora:
i) Vf(zo) = 0 (condizione necessaria del primo ordine).
ii) Hf(zg) > 0 (condizione necessaria del secondo ordine).

Dim. i) Esiste r > 0 tale B,.(zg) C A ed f(x) > f(zo) per x € B.(zg). Pert € R
con [t| < r avremo xy + te; € B,(x); inoltre,

f(xo +te;) — f(xo)
t

f (o + te;) — f(xo)
t
Passando al limite per ¢ — 0 si ottengono le disuguaglianze

>0 pert>0,

<0 pert<O.

Fo(x0) = tl_igl+ flzo + te;-) — f(xo) >0,
fur(wo) = tim L0t = @)

t—0— t -
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da cui si deduce che f,,(z9) =0 per ognii=1,...,n.

ii) Dalla formula di Taylor del secondo ordine con resto di Peano e dal fatto che
Vf(zg) = 0, per ogni v € R™ e per ogni ¢t € R sufficientemente piccolo si ha la
disuguaglianza

t2
0 < Jwo+t0) = flaw) = S(H f(a)v, ) + o).
Dividendo per t?> > 0 e facendo poi il limite per ¢t — 0 si deduce che
(H f(xg)v,v) > 0.

U

TEOREMA 6.11.4 (Condizioni sufficienti per la minimalita locale). Siano z € A,
A C R" aperto, ed f € C%(A). Supponiamo che:

i) Vf(zo) =0;

Allora zy € un punto di minimo locale stretto di f.

DiM. Sia r > 0 tale che B,(xy) C A, da fissare in modo definitivo in seguito. La
funzione f ha lo sviluppo di Taylor

£(&) = flao) + S (HT @)@ — 7o),z — 7o) +olle — zof), « a0

Abbiamo usato il fatto che Vf(xy) = 0. Sia m > 0 la costante data dal Lemma

[6.10.51 Allora

%(Hf(xo)(x —20), 7 — o) + o(|x — 2]?) > |z — x0|2<% + 0(1)),

dove o(1) ¢ una funzione in z infinitesima per x — xy. Dunque esiste r > 0 tale che
per x € B,.(zo)

Zromy >
2 © 4"
Di conseguenza, se 0 < |x — xo| < r si ha
m m
@) = fan) 2o = aul’ (5 +o(D) 2 Flo =’ >0

Questo prova che zy € un punto di minimo locale stretto. 0

12. Funzioni convesse
Un insieme A C R” si dice convesso se per ogni coppia di punti z,y € A si ha
[z,y] ={tz+ (1 —-t)yeR":t €[0,1]} C A.
Una funzione f: A — R si dice convessa se per ogni z,y € A et € [0,1] si ha
fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

La funzione si dice strettamente convessa se per ogni x,y € A con x # y, e per ogni
t € (0,1) si ha la disuguaglianza stretta

Stz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 =) f(y).
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La nozione di insieme convesso si formula in modo naturale negli spazi vettoriali.
La nozione di funzione convessa si formula in modo naturale per funzioni a valori reali
definite in un insieme convesso di uno spazio vettoriale.

Omettiamo la dimostrazione della seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 6.12.1. Sia A C R"™ un insieme convesso e sia f : A — R una
funzione. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:
A) f & convessa;
B) l'epigrafico di f
epl(f) = {(xa'rn—&-l) S RnJrl NS A, Tpy1 > f(I)}
& un insieme convesso in R**1,
Anche la dimostrazione del seguente fatto € omessa.
PROPOSIZIONE 6.12.2. Siano A C R" un insieme convesso ed f € C(A) una
funzione continua. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f & convessa;
B) Per ogni coppia di punti x,y € A si ha

F(552) < 31 + 310

La dimostrazione della parte non banale B)=-A) si basa sull’approssimazione di
un generico ¢t € [0,1] con successioni “diadiche” e su un’applicazione iterata della
convessita del punto medio.

Richiamiamo, infine, il seguente teorema sulle funzioni convesse in dimensione
n=1.

PROPOSIZIONE 6.12.3. Sia ¢ : [ — R, con I = [a,b] C R intervallo, una funzione
convessa. Allora:
i) Per ogni y € I, la funzione
(6.12.28) p PO =W
r—y
e crescente.

ii) Per ogni a < a < § < b, p & Lipschitziana su [«, (].

Vogliamo estendere questo teorema a dimensione generica n > 1. Per ogni r > 0
definiamo il cubo chiuso centrato in 0 € R™ di semilato » > 0

Qr:{xERn:]xi|§r,i:1,...,n}.

TEOREMA 6.12.4. Siano 0 < r < R e sia f : Qr — R una funzione convessa,
®Qr C R™ n > 1. Allora esiste una costante L > 0 tale che per ogni x,y € @, si ha

[f(x) = f(y)| < Llz —yl.
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Dim. Diamo la dimostrazione nel caso n = 2. Dalla Proposizione [6.12.3] parte
ii), segue che f € C(0Q),) e quindi esiste finito il minimo

m= min f(z) € R.

Inoltre, detti ¢;, ¢ = 1,2,3,4, i quattro vertici del quadrato Qg (i “punti estremali”
di Qr), dalla convessita di f segue che per ogni z € Qg si ha f(z) < max{f(¢):i=
1,2,3,4}. Dunque esiste finito anche il seguente massimo
M = max f(z) =max{f(q;):i=1,2,3,4}.
TEOQR
Dati z,y € ), con = # y, consideriamo la semiretta L,, = {y +t(r—y) e R":
t> 0}. Siano T € Qg e y € 0Q, punti tali che

ny NIQr = {f}a L:):y NoQ, = {g}

Il punto z e definito in modo unico. Il punto ¥ e definito in modo unico se x,y non
sono su uno stesso lato di dQ),. Usando due volte la monotonia ((6.12.28]), deduciamo
che
fo) = fy) @) - fy) @) -G M-—m_
|z =yl |z -yl 1z — 7 R—r

Scambiando il ruolo di z ed y, otteniamo la tesi

ey S ey

O

COROLLARIO 6.12.5. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f : A — R una
funzione convessa. Allora esiste un insieme E C A di misura nulla, |E| = 0, tale che
f e differenziabile in ogni punto di A\ E.

Questo corollario segue dal Teorema di Rademacher e dal fatto che un aperto di R"
€ un unione numerabile di cubi chiusi. Omettiamo i dettagli.

Caratterizziamo ora le funzioni convesse di classe C'(A) e di classe C*(A). Pre-
mettiamo la seguente osservazione. Se A e convesso e x,y € A, allora 'insieme

Ly={teR:y+tlx—y) e A}

¢ un intervallo. Inoltre, una funzione f : A — R e convessa se e solo se sono convesse
le funzioni gy, @ Iy = R, 0y (t) = f(y +t(z —y)}, per ogni z,y € A.

TEOREMA 6.12.6. Sia A C R"™ un aperto convesso e sia f € C'(A). Sono
equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f & convessa;
B) Per ogni z,y € Asiha f(z) > f(y) + (V[ (y), = v);
C) Per ogni z,y € Asiha (Vf(z) = Vf(y),z—y)>0.

L’affermazione C) si puo riassumere dicendo che 'applicazione z — V f(x)é monotona
(crescente).
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DimM. A)=B). Siano z,y € A. Dalla convessita di f deduciamo che per ogni
t € (0,1] si ha
fly+tlx—y)— fly
W=D = I0) < 2y~ pi).
Passando al limite per ¢ — 0% e usando la regola per la derivata della funzione
composta si ottiene la tesi.

B)=-C) Basta sommare membro a membro le disuguaglianze
fl@) = fly) + (V). z —y)
fly) = f(@) + (Vf(z),y — )
e poi semplificare.

C)=-A) Consideriamo la funzione

Ouy(t) = fly +t(x —y)), tE€ L.

Se proviamo che ¢ — . (t) & crescente, segue che ¢, ¢ convessa. E dunque, f sara
convessa. Siano s < t, zx =y +t(x —y) e zs = y + s(y — x). Avremo allora

golzy@) - gplzy(s) = <Vf(zt) - Vf(ZS),.I‘ - y> >0

in quando y — x & un multiplo positivo di z; — z, = (t — s)(z — y). O

TEOREMA 6.12.7. Sia A C R™ un aperto convesso e sia f € C?*(A) . Sono
equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f & convessa;
B) Hf(x) > 0 per ogni z € A.

Dim. A)=-B) Fissati z € A e v € R, la funzione t — ¢(t) = f(z+tv) ¢ convessa,
e quindi ¢”(t) > 0. In particolare, in ¢t = 0 si trova

0< QO//(O) - <Hf(x)v7v>7
e quindi H f(x) > 0.

B)=-A). Dalla formula per lo sviluppo di Taylor di f, sappiamo che per ogni
x,y € A esiste z € [x,y] tale che

ﬂ@Zf@H%VﬂwﬂFw%+;Hﬂ@@—ﬂ%x—wEf@H%Vﬂww—y)

Questo termina la prova del Teorema. 0

OSSERVAZIONE 6.12.8. La convessita ¢ importante nello studio dei problemi di
minimo.

1) Siano A C R"™ un aperto convesso ed f € C'(A) una funzione convessa. Se
xo € A & un punto critico di f, allora & un punto di minimo globale (assoluto).

2) Siano A C R” un insieme convesso ed f : A — R una funzione strettamente
convessa. Se f ha un punto di minimo allora questo e unico.

Concludiamo lo studio delle funzioni convesse enunciando il Teorema di Alexan-
drov. Per una prova si veda Evans-Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of
Functions, p.242.
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TEOREMA 6.12.9 (Alexandrov). Sia f : R" — R una funzione convessa. Allora
esistono funzioni f;; : R® = R, ¢,5 =1,...,n, ed un insieme £ C R" di misura nulla,
|E| = 0, tali che per ogni o € R™ \ E si ha, per x — =y,

1

fl@) = f(wo) +(Vf(z0), x = wo) + 5 {H f(w0)(z — 20), & — z0) + (| — wol?),
dove H f(zo) = (fij(x0))ij=1,.n € la matrice Hessiana generalizzata di f. Inoltre, la
matrice H f(zg) & simmetrica.
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13. Esercizi
13.1. Limiti e continuita in piu variabili.

EsERrRcCIZIO 6.13.1. % Determinare tutti i parametri reali o, 5 > 0 tali che la
funzione f : R? — R sotto definita sia continua nel punto (0,0) € R? rispetto alla
distanza Euclidea:

W () # 0.0
flay) = 21,2 Y T
0 (z,9)=(0,0).

ESERCIZIO 6.13.2. * Stabilire se la funzione f : R? — R sotto definita ¢ continua
nel punto (0,0) € R? rispetto alla distanza Euclidea:

Y () £ 0.0
x? J ?

f(xa y) = xt + y2 Y
0 (z,9)=1(0,0).
EsERrcIzIO 6.13.3. % Calcolare tutti gli o > 0 tali che
|y

L= lim =0.
(@y)—0 (22 + y*) (22 + 3?)
ESERCIZIO 6.13.4. Calcolare 1 limiti
lim lim
(@y)—=(0,0) |z| +y (@y)—(00) |z| +y

(z,y)€D1 (z,y)eD2
dove Dy :={(z,y) eR*: 0<y <z}e Dy:={(z,y) ER*:0<y < —z}.

EsERcIzIO 6.13.5. Stabilire per quali valori del parametro o € R esiste il limite

ZE2y2

im
(@,9)—(0,0) 4 + |y|*
ESERCIZIO 6.13.6. Siano A C R", f: A — R e 2y € R" di accumulazione per A;
si definiscano

limsup f(z) ;= lim sup f
T—g =0T \ ANB(zo,r)\{z0}

liminf f(z) := lim (AOB(inf f) :

T—T0 r—0+ zo,m)\{z0}
Dimostrare che tali quantita coincidono, rispettivamente, con

max lim := max{L € [—oo0, +0o0] : I(z;); C A\ {zo} t.c. i > x9e L= lim f(z;)}

r—x0 1——+00

min lim := min{L € [—o0, +00] : I(z;); C A\ {xo} tec. 2, > xge L = 'liin f(z:)}.
1— 100

Tr—xTQ

ESERCIZIO 6.13.7. Calcolare

limsup f(z,y) e liminf f(z,vy)
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

al variare di f(x,y) tra le funzioni

T $2y2 $2y2 ny

o[ +y? a2ty P at+y
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ESERCIZIO 6.13.8. Calcolare il limite

Hmﬁﬁwwf@*o
al variare di f(x,y) tra le funzioni
Y Ty 2y Ty log(1 + 22022 4 ¢2022)
2?2 g2 22 g2 22ty [+ y2 22§ 4 :

13.2. Differenziabilita e funzioni di classe C'.

ESERCIZIO 6.13.9. x Calcolare tutti gli m,n € N ={1,2,...} tali che la funzione
f:R? = R cosi definita

m,n

Yy 2 2
(6.13.29) fay) =4 @rg LTV
0 2’ +y* =0

1) abbia tutte le derivate direzionali in 0 € R?;
2) sia differenziabile in 0 € R2.

ESERCIZIO 6.13.10. % Sia f : R* = R la funzione
I'2y6

flry) =4 14 (z,y) # (0,0),

0 (z,y) = (0,0).

1) Provare che f ¢ continua su R.
2) Stabilire se f ¢ differenziabile in (0, 0).

ESERCIZIO 6.13.11. * Sia f : R? — R la funzione
23y?

f(x’y): l’4+y6 (xvy)#a)ao)a

0 (z,y) = (0,0).

1) Provare che f & continua su R?.
2) Stabilire se f ¢ differenziabile in (0, 0).
ESERCIZIO 6.13.12. Dimostrare che & possibile estendere a tutto R? la funzione
sinx — siny
fley) =—"—  x#y
r—y
in modo che essa risulti continua. Stabilire poi se tale estensione risulta differenziabile
in (0,0).
ESERCIZIO 6.13.13. Dimostrare che ¢ possibile estendere a tutto R? la funzione
x?sina + y?siny

flay) = T

., r+y#0

in modo che essa risulti continua. Stabilire poi se tale estensione risulta differenziabile
in (0,0).
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ESERCIZIO 6.13.14. % Siano f, g : R? — R funzioni tali che f(0) = g(0) =0 e, per
x? +y* #0,
_alyl
o2yt

Sy =asin(J02) g

xt + y?
dove a > 0 e 8 > 0 sono parametri.
1) Calcolare tutti gli « tali che f sia differenziabile in 0 € R2.
2) Calcolare tutti i 3 tali che g sia differenziabile in 0 € R.
3) Calcolare tutti i~y > 0 tali che

L lim ————=sin (—) =0
( ) (z,9)—(0,0) \/ﬁy2 1'2 + y4

ESERCIZIO 6.13.15. * Dato o > 0, si consideri la funzione f : R? — R

z[y| 2, 2

T+ 0,
flz,y) =4 log(l + 22+ y?) v 7
0 r=1y=0.

i) Calcolare tutti gli o > 0 tali che f sia continua in (0, 0).
ii) Calcolare tutti gli @ > 0 tali che f sia differenziabile in (0,0).

ESERCIZIO 6.13.16. % In dipendenza da o € R si consideri la funzione f : R? — R

(20% + %) sin (=) (2,) # (0,0)
22492
fz,y) = ’
0 (x,y) = (0,0).
1) Studiare la continuita e la differenziabilita di f al variare di «.
2) Stabilire se esistono « tali che f sia differenziabile su R?* ma non di classe

CH(R?).
EsERrcizio 6.13.17. Costruire una funzione f : R" — R, n > 2, tale che:
i) la derivata direzionale f,(0) esista finita per ogni v € R";

ii) la trasformazione v — f,(0) sia lineare;
iii) f non sia differenziabile in 0.

EsErcizio 6.13.18. Costruire una funzione f : R® — R, n > 2, tale che:
i) per ogni v € R™ con |v| = 1 esista la derivata direzionale f,(0) e si abbia

f(tv) = f(0) +1f,(0) + Eu(t), teR,

con |E,(t)] < E(t) per una funzione E(t) = o(t) per t — 0;
ii) f non sia differenziabile in 0.

EsErcizio 6.13.19. Una funzione f : R™ \ {0} — R si dice (positivamente)
omogenea di grado o € R se f(tx) = t*f(x) per ogni  # 0 et > 0.

Provare che se f € C*(R™\ {0}) ¢ omogenea di grado « allora le sue derivate
parziali sono omogenee di grado o« — 1. Verificare inoltre la formula di Eulero, per
x # 0,

(Vi(2),2) = af(z).
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ESERCIZIO 6.13.20. x Sia A = {(z,y) € R? : y > 0} e sia f € C(A) N C(A) una
funzione con derivate parziali f, ed f, uniformemente continue su A. Provare che
esistono finite anche le seguenti derivate parziali al bordo

g(m):nmf(“w)—f(%())
ox -0 t

of o flat) = f(x,0)
e .

ESERCIZIO 6.13.21. %
(1) Sia f: R? — R la seguente funzione:

floy) = { xy sin (%y) xy # 0,
0 xy = 0.

Provare che f ¢ continua in R? ma non ¢ derivabile nel punto (1,0).
(2) Sia f: R? — R la seguente funzione:

2,2 (1
fz,y) :{ Ly (xy) w70,
0 zy = 0.

Provare che f ¢ differenziabile in ogni punto di R? ma non ¢ di classe C'(R?).

ESERCIZIO 6.13.22. * Si consideri la funzione f : R* - R

) = T 10 ta ) € .
f(z,y) /0 P (z,9)

i) Provare che f & ben definita in ogni punto (z,y) € R
ii) Provare che f € C'(R?) e calcolare V f(0,0).

ESERCIZIO 6.13.23. % Sia D C R? il dominio di definizione della funzione

fla,y) = log(l+ 2" +y™").

n=1
i) Determinare D.
ii) Provare che f € C(D).
ii) Provare che f € C*(D).

EsErcizio 6.13.24. Sia X = ([0, 1]) munito della sup-norma, e consideriamo
I’applicazione F': X — R

Provare che F' ¢ differenziabile in ogni punto ¢ € X e calcolare il differenziale dF'(¢) €
Z(X;R).
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13.3. Derivate di ordine superiore.

ESERCIZIO 6.13.25. Sia f : R? — R la funzione

xy(xz - y2) (
flz,y) = x? + y?
0 (z,y) = (0,0).

i) Stabilire se f € C*(R?);
ii) Stabilire se f € C*(R?).

ESERCIZIO 6.13.26. Sia f: A - R, A= {(z,y) € R* : 2* + y* < 1}, la funzione

ey = L ay(=log(a® + %)% 0 <a? 447 <1,
e ={; (z,y) = (0,0).

i) Provare che f € C*'(A);
ii) Provare che esistono f,, f,, € C(A);
iii) Stabilire se f € C?*(A).

ESERCIZIO 6.13.27. Sia u : R™ — R la funzione u(x) = |z|. Provare che per z # 0
si ha det D%*u(zx) = 0.

ESERCIZIO 6.13.28. Si consideri la funzione f : R? — R

8
N N
»

FM‘U:‘

fl@,y) =e
se xy # 0 ed f(x,y) =0se zy =0.

i) Provare che f non e continua nel punto (0, 0);
ii) Provare che per ogni m,n € N esistono le seguenti derivate parziali

aernf
odx™oy™

(z,9)

in ogni punto (z,y) € R?

ESERCIZIO 6.13.29. Trovare lo sviluppo di Taylor di ordine 9 di f(z,y) := sin(zy)
nel punto (0, 0).

ESERcCIZI0 6.13.30. Trovare lo sviluppo di Taylor di ordine 4 della funzione f(x,y) :=
sin(e™ — cos(x + y)) nel punto (0,0).

ESERCIZIO 6.13.31. Sia A : C?*(R") — C(R") operatore differenziale del secondo
ordine (operatore di Laplace)

n 82

Verificare che, per ogni n > 3, la funzione u(z) = |z[*™, x # 0, verifica Au(z) = 0
per ogni x € R”, x # 0. La funzione u si dice soluzione fondamentale dell’equazione
di Laplace.
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13.4. Massimi/minimi.
ESERCIZIO 6.13.32. Sia f: R? — R la funzione
f(z,y) = 2* +9* — 2xy.
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.
ESERCIZIO 6.13.33. % Sia f : R? — R la funzione
fz,y) = e — 3ye® + y°.
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.
ESERCIZIO 6.13.34. Sia f : R? — R la funzione
2, .2
fla,y) = %‘
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.
EsERrcIz10 6.13.35. Trovare la piu piccola costante ¢ € R per cui valga
e > (x+y)  V(xy) € R
ESERCIZIO 6.13.36. % Al variare del parametro A > 0 si consideri f : R? — R
fla,y) =a* + daoy + %y“-
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.
ESERCIZIO 6.13.37. Al variare del parametro o € R si consideri la funzione f :
R? — R
f(z,y) = 2° — y* + 3axy.
Determinare i punti critici di f ed eventuali punti di minimo/massimo locale/globale.
ESERCIZIO 6.13.38. x Siano 8 > 0 un parametro, K = {(z,y) € R? : 22 +y? < 1}
il disco chiuso ed f : K — R la funzione
fla.y) = (=" +y*)* — Bay.

i) Calcolare tutti i punti critici di f interni a K.
ii) Calcolare tutti i punti di minimo assoluto di f in K.

ESERCIZIO 6.13.39. Siano K = {(z,y) €e R? : 0 < 2z < 7,0 < y < 27} ed
f:K—=R
f(x,y) = sin(2x) cos(y).
i) Provare che f assume massimo e minimo su K
ii) Calcolare i punti critici di f in K e classificarli;
)

iii) Tracciare un grafico qualitativo di f;
iv) Determinare I'insieme immagine f(K).

EsERrcCIZIO 6.13.40. Sia o > 0 un parametro fissato e consideriamo 'insieme

— 2.

Provare che la funzione f(x,y) = 2xy assume massimo su A e calcolarlo.
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ESERCIZIO 6.13.41. Sia A C R? il pill grande insieme su cui la funzione
fla,y) = |2* — 2z| —log(y* + x) + logx
e ben definita.

i) Calcolare i punti di estremo di f in A e classificarli;
ii) Stabilire se f ha punti di sella in A.

ESERCIZIO 6.13.42. Si consideri la serie di funzioni

[e.o]

Z it (z,y) € R

< 2n +n2rt 4yt

Dimostrare che essa converge puntualmente ma non totalmente in R? e che si ha
convergenza totale sui limitati di R2.

ESERCI1Z10 6.13.43. (Teorema di Rolle) Sia K C R™ un insieme compatto con
interno non vuoto, int(K) # ), e sia f : K — R una funzione con queste proprieta:
1) f e continua su K; 2) f ¢ differenziabile in int(K); f ¢ costante su K. Dimostrare
che esiste almeno un punto z € int(K) tale che V f(z) = 0.

13.5. Convessita.
ESERCIZIO 6.13.44. x In dipendenza dal parametro oo € R, si consideri la funzione
f:R2—=R
f(z,y) =" + 2% + azy + v
i) Determinare tutti i valori di « tali che f sia convessa su tutto R2.
ii) Per ciascun a € [—2,2] discutere esistenza e unicita di punti di minimo di f.
ESERCIZIO 6.13.45. % Si consideri la funzione f : R? — R
flay) = +at vyt (,y) € R%
Provare che f ha un unico punto critico e che si tratta di un punto di minimo assoluto.

ESERCIZIO 6.13.46. Provare che se A C R" ¢ un insieme convesso, allora anche la
chiusura A e l'interno int(A) sono convessi.

EsERrcizio 6.13.47. Siano f, : R — R, a € &7, funzioni convesse. Supponiamo
che per ogni z € R” si abbia

f(@) = sup fu() < oo.
acd

Provare che la funzione f & convessa.

ESERCIZIO 6.13.48. Sia f € C*(R") una funzione tale che H f(z) > 0 per ogni
x € R™. Provare che f & strettamente convessa. Mostrare anche che I'implicazione
opposta non e vera.

EsErci1z10 6.13.49 (Disuguaglianza dei determinanti di Minkowski). Siano A, B
due matrici n x n semidefinite positive. Provare che

det(A + B)/™ > det(A)Y™ + det(B)/™.
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1) Discutere prima il caso A = [ matrice identita e B = A matrice diagonale.
Usare il fatto che la funzione ¢ — log(1 + €') & (strettamente) convessa.
2) Discutere il caso A > 0 tramite una diagonalizzazione di A1 B.

ESsERrc1z10 6.13.50. Sia f € C(R™) una funzione superlineare:

fla)
Definiamo la funzione f*: R" — R (la trasformata di Legendre di f)

(€)= SSRQL@,@ — f(z), €eR™

1) Provare che il sup ¢ un max.
2) Verificare che f* ¢ convessa.

3) Calcolare f* nel caso f(z) = 3|z|*

ESERCIZIO 6.13.51. Sia f € C?(R") una funzione convessa e consideriamo 1’ap-
plicazione F' : R* — R", F(z) = Vf(x) con x € R". Provare che F' ¢ iniettiva
sull’insieme

A={zeR": Hf(x) > 0}.

ESERCIZIO 6.13.52. * Sia X = {¢ € C'([0,1]) : ¢(0) = a, p(1) = B} dove
a, B € R sono due costanti fissate. Consideriamo il funzionale F': X — R

Flyp) = /0 I+ @2,

1) Ammettendo che F' assume il valore minimo, provare che F ha un wunico
punto di minimo.
2) Determinare il punto di minimo ¢.

13.6. Esercizi vari.

ESERCIZIO 6.13.53. % Sia K C R™ un chiuso non vuoto e definiamo la funzione
distanza d : R™ — [0, 00)

d(z) = dist(z; K) = in}f{ |z —y|, xeR"
ye

1) Provare che 'inf ¢ un min e che Lip(d) =1 (se K # R").

2) Sia z € R™\ K un punto di differenziabilita di d. Provare che = ha proiezione
metrica unica su k.

3) Provare che d? verifica la disuguaglianza di semiconcavita

d(x + h)* +d(z — h)* —2d(2)* < 2|h|*, x,h € R™

ESERCIZIO 6.13.54. x Sia f € C?(R™) una funzione tale che f(0) = 0e V f(0) = 0.
Provare che esiste 7 > 0 tale che, detto p, = (0,7) € R"*! si abbia
B,(p;) C {(z,t) e R"™™ ¢ > f(2)} = epi(f),
ed inoltre 0B, (p,) Ngr(f) = {0}.
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ESERCIZIO 6.13.55. Sia f : R? — R la funzione

flany) = Z sin(n:iz?c:s(ny)’ (z,9) € R2.

Stabilire se esiste una costante § > 0 tale che per |z| < ¢ ed |y| < § si abbia
fla,y) = .

ESERCIZIO 6.13.56. Sia f : [0,1] x [0,1] — R una funzione continua. Provare che
il suo grafico A = {(z,y, f(z,y)) € R* : z,y € [0,1]} C R® ha misura nulla nello
spazio.

ESERCIZIO 6.13.57. Siano (X, d) uno spazio metrico, A C X esia f: A — R una
funzione uniformemente continua su A. Provare che per ogni zy € A esiste finito il
seguente limite

Flw) = lim (o)

In altri termini, f si estende in modo continuo su A.






CAPITOLO 7

Equazioni differenziali ordinarie

1. Introduzione

Sia Q C R"2 n € N, un insieme aperto e sia F : Q — R una funzione continua.
Un’equazione della forma

(7.1.30) F(z,y,9/,...,y"™)=0

si dice equazione differenziale ordinaria di ordine n. Qui, x € una variabile reale, y e
una funzione incognita a valori reali e ¢/, ..., y™ sono le sue derivate.

Una funzione ¢ € C™(I) si dice soluzione dell’equazione differenziale ((7.1.30)) se:

i) I C R & un intervallo;
i) (z,0(x),...,0™(zx)) € Q per ogni z € I;
i) F(z,¢(x),...,¢™(z)) =0 per ogni z € I.

Le questioni pitt importanti sulle equazioni differenziali ordinarie sono:

1) L’esistenza di soluzioni.

2) L’unicita delle soluzioni, una volta fissate opportune condizioni iniziali o dati
al bordo.

3) Laregolarita delle soluzioni, ad esempio la dipendenza dai dati iniziali o dalla
F, la stabilita per tempi grandi, etc.

4) 11 calcolo esplicito delle soluzioni.

L’esistenza di soluzioni si prova con teoremi di punto fisso, con tecniche di ap-
prossimazione e compattezza, con metodi variazionali, con teoremi della funzione
implicita, con strumenti di Analisi Funzionale.

Il problema dell’unicita ¢ tipicamente piu difficile. Solo in situazioni speciali e
possibile calcolare le soluzioni in modo esplicito.

OSSERVAZIONE 7.1.1 (Equazioni in forma normale). Nel caso che

F(,y, g y™) =y" = fla,y,9, .y )
per qualche funzione f: A — R con A C R"*! aperto, I'equazione diventa
(7.1.31) y"W = flx gy, y"Y).
Un’equazione della forma si dice in forma normale.

OSSERVAZIONE 7.1.2. [Equazioni di ordine n e sistemi di n equazioni] Trasformia-
mo l'equazione ([7.1.31)) in un sistema di equazioni. Se introduciamo le nuove funzioni
incognite

zi:y(i’l), i=1,...,n
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allora avremo 2/ = y® = z; 1 peri = 1,...,n—1, mentre 2/, = y™ = f(x,21,29,..., 2n).
Quindi I'equazione differenziale di ordine n (7.1.31)) e equivalente al sistema di equa-
zioni differenziali di ordine 1

2] = 29
2=z
(7.1.32) 2
2= f(x, 21,22, -, Zn)-

La discussione dei sistemi di ordine 1 ¢ piu generale della discussione delle equazioni
di ordine n.

2. Equazioni differenziali lineari del primo ordine

Sia I C R un intervallo (ad esempio aperto) e siano a,b € C(I) due funzioni
continue. Un’equazione differenziale della forma

(7.2.33) v +alx)y=>0b(z), zel,

si dice equazione lineare del primo ordine. Fissati xp € I e yo € R, possiamo
prescrivere il valore della soluzione nel punto xg:

(7.2.34) y(z0) = Yo

Il problema di risolvere ’equazione differenziale con la condizione iniziale
(7.2.34) si chiama Problema di Cauchy. L’incognita del problema ¢ una funzione
y e CHI).

Dedurremo la formula risolutiva dell’equazione differenziale, e piti in generale del
Problema di Cauchy, con un argomento euristico. Consideriamo preliminarmente il
caso b = 0:

(7.2.35) v +alz)y=0, zel.

In questo caso, 'equazione differenziale si dice omogenea. Supponendo y # 0, ad
esempio y > 0, 'equazione differenziale si puo riscrivere nella forma y'/y =
—a(x). Una primitiva della funzione 3//y € logy. Dunque, indicando con A una
primitiva di a, ovvero A’'(z) = a(z) per ogni x € I, abbiamo

—A=logy+d,

per qualche costante d € R. Segue che y = exp(—d — A) e ponendo ¢ = e~¢ troviamo
la soluzione

(7.2.36) y(z) =ce @ el

Questa funzione risolve l'equazione omogenea per ogni ¢ € R (in altri termini la
limitazione y > 0 puo essere lasciata cadere).

Ora cerchiamo una soluzione della forma per 'equazione non omogenea
, dove ora ¢ € C'(I) ¢ una funzione incognita che deve essere determinata.

Questo metodo si chiama “variazione della costante”. Inserendo 3y = e ™ — ace™*

nell’equazione ([7.2.33)) otteniamo

de 4 =b, ovvero ¢ = be.
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Integrando tale equazione su un intervallo (zg,z) C I otteniamo

c(x) = c(xo) + /fﬁ b(t)etWdt,

Zo

e dunque troviamo

(7.2.37) y(x) = <c(x0) +/ b(t)eA(t)dt)e—A(x)’ rel,
xo
dove ¢(zg) € R & un numero reale. Per ogni scelta di tale numero, la funzione ([7.2.38))
verifica ’equazione differenziale ([7.2.33]).
Il numero ¢(zg) si puod determinare imponendo che I'integrale generale y verifichi
la condizione iniziale y(z¢) = yo. Si ottiene c(zy) = yoe®). Dunque otteniamo la
formula di rappresentazione per la soluzione del Problema di Cauchy:

(7.2.38) y(x) = <y0eA(m°) +/ b(t)eA(t)dt>e_A(m), rel,

x0
Nel prossimo teorema proviamo che il metedo seguito rileva in effetti I’unica soluzione
del problema di Cauchy.

TEOREMA 7.2.1. Siano I C R un intervallo aperto, =y € I, a,b € C(I) e
Yo € R. Allora la funzione (|7.2.38]) risolve in modo unico il Problema di Cauchy
(7.2.33)+(7.2.34).

Dimm. Che la funzione (|7.2.38)) risolva il problema e un conto che ripercorre a
ritroso l'argomento euristico. Proviamo che questa soluzione e 'unica.
Sia z € C*(I) una soluzione dell’equazione differenziale (7.2.33)) e consideriamo la

funzione ausiliaria

w(z) =@ z(z) — /9«‘ b(t)eVdt,

Zo

dove A € una primitiva di a. Dal momento che sull’intervallo I risulta
w = (az + 2)e? — be =0,

per il Teorema di Lagrange la funzione w & costante su I, ovvero esiste k£ € R tale
che w(x) =k € R per ogni z € I. Dunque, si ha

2(z) = <k+ / b(t)eA“)dt)e—A(@.

D’altra parte, se z verifica anche la condizione iniziale z(xy) = yo deve essere k =
yoe @) e quindi z coincide con la funzione in (7.2.38)). U

3. Equazioni differenziali a variabili separabili

Siano I,J C R due intervalli aperti e siano f € C(I) e g € C(J) due funzioni
continue. Cerchiamo le soluzioni dell’equazione differenziale del primo ordine

(7.3.39) y' = flx)gly), =€l



120 7. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

per qualche intervallo I; C I. Una simile equazione si dice a variabili separabili.
Eventualmente, fissati un punto xy € [ e un valore yo € J possiamo prescrivere la
condizione iniziale

(7.3.40) y(xo) = Yo

I problema ([7.3.39)+(7.3.40) si chiama Problema di Cauchy.

Osserviamo preliminarmente che se g(yo) = 0 allora la funzione costante y(z) = yo,
x € I, ¢ certamente una soluzione dell’equazione differenziale che verifica la
condizione iniziale.

Siccome vogliamo dividere per g, supponiamo che g(yo) # 0. Allora risulta g # 0
in un intervallo aperto J; C J che contiene 9. Possiamo allora dividere e separare le
variabili. L’equazione differenziale si riscrive nel seguente modo:

y'(x)
(7.3.41) ) f(z),
dove z varia in un intorno I; C I del punto x, tale che y(z) € J; per ogni = € I.
Sia G € C'(J;) una primitiva di 1/¢(y) (nella variabile y), definita nell’intervallo
Jy dove risulta g # 0. La funzione G ¢ strettamente monotona, perche G'(y) # 0, e
pertanto G ¢ invertibile.
Sia poi F' € C''(I) una primitiva di f. Integrando 'equazione differenziale

si ottiene
(7.3.42) G(y(z)) =F(z)+C, =xe€l.

Qui, C' € R & una costante che puo essere determinata tramite la condizione iniziale,
e precisamente C' = G(yo) — F'(zo).
La soluzione del Problema di Cauchy e dunque

(7.3.43) y(x) = G H(F(z) — F(zo) + G(yo)), €1,

dove G7! : G(J;) — J; ¢ la funzione inversa di G. L’intervallo I; C I ¢ in generale
piu piccolo di I.

Il precedente argomento rileva due tipi di soluzione dell’equazione differenziale
(7.3.39): le soluzioni costanti e le soluzioni per cui g(y) # 0. Potrebbero, tutta-
via, esserci altre soluzioni. Se g # 0 su J, 'argomento prova che la soluzione &

necessariamente della forma ([7.3.43)).

TEOREMA 7.3.1. Siano I, J C R due intervalli aperti, g € [ e yg € J, e siano f €
C(I), g € C(J) tali che g # 0 su J. Allora il Problema di Cauchy ((7.3.39)+(7.3.40)
ha una soluzione unica y € C'(I;) data dalla formula (7.3.43)), per qualche intervallo
aperto Iy C I contenente x.

La dimostrazione del teorema ¢ contenuta nell’argomento precedente.

EsemPIO 7.3.2 (Esempio di Peano). Si consideri il problema di Cauchy

(7.3.44) { 5’(%):02\/_|y(x>|, TER,

Osserviamo che la funzione f(y) = 24/|y| non ¢ Lipschitziana in un intorno di y = 0.
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La funzione identicamente nulla y = 0 ¢ una soluzione. Questa, tuttavia, non e
I'unica soluzione. Una seconda soluzione puo essere trovata separando le variabili:
2 =1vy'/y/]y|- Integrando tale equazione sull'intervallo fra 0 e x € R troviamo

o /m y/(t) di — y(z) ds — { 2\/?/(33), se y(x) >0

B —2+/—y(x), sey(x) <O.

vl S VI

Nel cambiamento di variabili z = y(t) abbiamo usato la condizione iniziale y(0) = 0.
In questo modo, troviamo la soluzione y € C(R)

(2) = 22 if x>0,
YW)=91 2 ifz <.

D’altra parte, per ogni coppia di numeri reali a < 0 < 3, la funzione

(x —B)* ifz> 8,
Yap(x) = 0 ifa<z<p,
—(z—a)? ifr<a

¢ di classe C'(R) e risolve il Problema di Cauchy (7.3.44)).

Lasciamo poi al lettore il compito di osservare come sia possibile definire soluzioni
anche nel caso limite a = —o0 e/o0 f = +00.

Dunque ¢’¢ un “continuo” di soluzioni noto come il “pennello di Peano”.

Fra tutte queste soluzioni se ne possono selezionare due speciali: quella massima,
cheéy,(z) =0perx <0ey,(z)=a?perz >0, e quella minima, che ¢ y_(z) = —z?
per x < 0 e y_(z) = 0 per z > 0; osserviamo che, con le notazioni precedenti,
siha ¥y = ¥ 00 € Y- = Yot Per ogni punto del piano (zg,y9) € R? tale che
y_(z0) < yo < yi(xp) esiste una soluzione y del Problema di Cauchy tale che
y(zo) = yo. 1l “pennello di Peano” ricopre tutta la regione del piano compresa fra la
soluzione massima e quella minima.

4. Altre classi di equazioni

Esempio 7.4.1 (Equazioni di tipo omogeneo). Un’equazione differenziale con la
seguente struttura
)
y“zf(—)
x

si dice di tipo omogeneo. Qui, f: I — R & una funzione (continua) su un intervallo
I C R. Con il cambiamento di variabile funzionale y = zz, dove z e la nuova funzione
incognita, si ottiene ' = z+x2" e 'equazione differenziale si trasforma nella equazione
a variabili separabili

zZ + 2 = f(2).

EseEmP1O 7.4.2 (Equazione di Bernoulli). Un’equazione differenziale con la strut-
tura

(7.4.45) Y +a(z)y =b(z)y*, ze€l,
dove « € un parametro reale tale che o # 0, 1 si dice di Bernoulli. Ponendo
1 1 o)
y=ze, y = zT-a 7,
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I’equazione si trasforma nella seguente equazione lineare
7+ (1—a)a(r)z = (1 — a)b(x).

EseEmp1O 7.4.3 (Equazione di Clairaut). Un’equazione differenziale con la strut-
tura

(7.4.46) y=uy +g(y), vel
si dice di Clairaut. Derivandola si ottiene I’equazione
y'(x+4g'(y)) =0.

EsempIO 7.4.4 (Dinamica delle popolazioni). Supponiamo che una certa popola-
zione p > 0 evolva secondo la legge

O\
(7.4.47) 5(t) = () {1 - (7%) L teR
dove p(t) = dz:i_(tt) e t € R ¢ la variabile temporale. Qui, 7,9, K > 0 sono parametri

fissati.
L’equazione (|7.4.47)) € un tipico esempio di equazione di popolazione. L’equazione
¢ di Bernoulli e puo essere integrata esplicitamente.

5. Problema di Cauchy: Esistenza e unicita locale nell’ipotesi Lipschitz

In R"" = R x R", n > 1, introduciamo le coordinate x € R and y € R™. Sia
poi Q C R™! un insieme aperto e sia f € C(£2; R") una funzione continua. Dato un
punto (zg,yo) € 2 consideriamo il Problema di Cauchy

y' = flz,y)
7.5.48
(7:548) Ll S
Abbiamo un sistema di n equazioni differenziali del primo ordine con la condizione
iniziale y(zo) = yo.
Una funzione y € C'(I;R") si dice soluzione del problema se:
i) I C R ¢ un intervallo (aperto) tale che xy € I;
i) (z,y(z)) € Q per ogni = € [;
iii) y'(z) = f(x,y(x)) per ogni x € I (I'equazione differenziale ¢ verificata);
iv) y(xo) = yo (il dato iniziale viene assunto).
Integrando 'equazione differenziale y' = f(z,y) sull'intervallo con estremi xy e x
otteniamo l’equazione integrale

(7.5.49) mwzm+/3mmmﬁ=Tmm

dove y — Ty e un’applicazione definita in un opportuno spazio funzionale. Una
soluzione del Problema di Cauchy e dunque un punto fisso dell’applicazione T'. D’altra
parte, se una funzione continua y risolve I’equazione di punto fisso allora y ¢
di classe C* per il Teorema fondamentale del calcolo integrale e risolve il Problema

di Cauchy ([7.5.48)).

Fissiamo lo spazio funzionale. Per d > 0, si consideri lo spazio vettoriale reale

(7.5.50) V = C([wo — 6,70 + 0] R™).



5. PROBLEMA DI CAUCHY: ESISTENZA E UNICITA LOCALE NELL’IPOTESI LIPSCHITZ123
Sappiamo che V munito della sup-norma

7.5.51 = . yev,
(7551) ol = _ max @l

¢ uno spazio di Banach. Per ogni ¢ > 0, il sottoinsieme X di V'

(7.5.52) X ={y eV :yx)=uwo lly —wl <e}

¢ chiuso in quanto entrambe le condizioni y(x¢) = yo € ||y — yo|| < € sono conservate
dalla convergenza uniforme (in effetti basta quella puntuale). Di conseguenza, lo
spazio metrico (X, d) & completo rispetto alla distanza d(y, z) = ||y — z||.

Vedremo che per un’opportuna scelta di 6 ed € I'applicazione T : X — X

(7.5.53) Ty(x) = yo + /mf(t,y(t))dt

¢ ben definita, ovvero risulta effettivamente Ty € X per ogni y € X.

DEFINIZIONE 7.5.1. Sia 2 C R™™! un insieme aperto. Diciamo che una funzione
f € C(2;R") ¢ localmente di Lipschitz in y se per ogni compatto K C () esiste una
costante L > 0 tale che

(7.5.54) |f(z,y1) — f(z,y2)| < Lly1 — o
per ogni (z,1), (z,12) € K.

TEOREMA 7.5.2 (Esistenza e unicita locale). Siano € C R™*! un insieme aperto,
(o, y0) € Q, esia f € C(2;R™) una funzione localmente di Lipschitz in y. Allora
esiste 0 > 0 tale che il Problema di Cauchy ha una soluzione unica y €
CHI;R™) nell'intervallo I = [xg — §, 7 + d]. Inoltre, la scelta di ¢ ¢ uniforme per
(o, Yo) in un compatto di 2.

Dim. Sianod > 0ed e > 0 tali che K = [xg—0, xo+0] x{y € R" : |[y—yo| < e} C Q.
Sia H C € un insieme compatto tale che K C int(H). Dal momento che f & continua
su H, il numero

M= sup |[f(z,y)] <oo
(z,y)EH

e finito. Sia X l’insieme introdotto in ([7.5.52)) e sia 71" I’applicazione ([7.5.53)). Per
ogni y € X abbiamo, per ogni x € I,

Ty(o) — wol < | [ 15t u®)ldt] < Mo~ 0] < 501,

In effetti, risulta (¢,y(t)) € K C H per ogni t € I. Scegliendo eventualmente una
costante 0 > 0 piu piccola (questa scelta non modifica M), possiamo supporre che
0M < e. Con una tale scelta, si ha Ty € X per ogniy € X. Quindi 7 : X — X e
ben definita. La scelta di 6 > 0 ¢ indipendente da x, e yo, fintanto che K C int(H).

Dimostriamo che 'applicazione T : X — X ha un unico punto fisso. E sufficiente
mostrare che esiste k € N tale che I’applicazione iterata T* & una contrazione. Siano
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Y,y € X e x € I. Abbiamo (ad esempio con = > xg)

Ty(x) — Ty(x |——L/ f(t, () Lﬂty@»dﬂ
s/‘uawa»—f@@@Wﬁ

<L [ ly(o) - gto)lde < Lla — a0l -y - gl
o
Qui, L e la costante di Lipschitz per f relativa al compatto H. Analogamente, si ha

\T@@»—T@un—)/7ﬂume»—ﬂameMt

< L/ ITy(#) — Tg(t)|dt
(x — x0)?

SLWy—yH/(#—ﬂmﬁSLQ ly =1l
xo

Per induzione, troviamo per ogni k € Ne x € [

B Lk\:c — x0|k
[ T*y(x) — T y(x)] < ———ly —7ll,
e questo implica
Lo)k
iy — ) < Sy — g
Dal momento che .
(L)
o =
allora esiste k£ € N tale che
(Lo)*
N < 1.

Per un tale k, 'applicazione T* & una contrazione. Per il Teorema m, T ha un
unico punto fisso y € X. Inoltre, risulta y € C'([zg — d, 29 + J]; R") e y risolve il
Problema di Cauchy .
Resta da dimostrare che, se § € C'([zo — d, 7o + 0]; R") & una qualunque soluzione
del Problema di Cauchy , allora y € X: in tal modo sara dimostrato che
= y. Dobbiamo dunque dimostrare che

Vae|rg—6,x+ 9] 19(x) — yo| < €.

Supponiamo per assurdo che esista x; € [xg — 0,29 + 6] tale che |§(x1) — yo| > e.
Senza perdere di generalita possiamo supporre che (¢,7(t)) € H per ogni ¢ compreso
tra xg ed x1: in tal modo

|§($1) - yo‘ =

f(t,gj(t))dt‘ < Mlzy — 2ol < M§ < e,

contraddizione. O

L’Osservazione porta immediatamente al seguente enunciato.
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COROLLARIO 7.5.3. Siano A C R""! un insieme aperto e (zg, Yo, Y1, - - -, Yn_1) € A4;
supponiamo che f : A — R sia una funzione continua tale che per ogni compatto
K C A esista L > 0 tale che

[f(z,p) = fy, )l < Llp—gq|l ¥ (2,p),(2,q) € K.
Allora esiste 6 > 0 tale il problema

y™(z) = fz,y(z), ¥ (z),...,y" V(z))
y(o0) = Yo
Y'(z0) =1

y(n_l)(ﬂio) = Yn—1
ammette un’unica soluzione y € C"([zg — J,xo + 0]).

OSSERVAZIONE 7.5.4. Sia f € C(€;R") una funzione tale che esistano continue
le derivate parziali
afi

9y;
Allora la funzione f e localmente di Lipschitz in y. Supponiamo ad esempio che sia
Q = R"™ e consideriamo un compatto K = [a,b] x {y € R" : |y — yo| < r} per
qualche —o0o < a < b < 00, yp € R" ed r > 0. Se (z,y1), (x,y2) € K allora per il
Teorema del valor medio esiste t* € [0, 1] tale che

file, 1) — fi(z,y2) = (Vyfilw,yo + (g2 — v1)), 42 — 1)
< |V filz,yr + (v — yi)lye — 1| < My — w1l

dove V,, indica il gradiente nelle sole variabili y e

eC()), i,j=1,...,n.

M = max |V, fi(z,y)] < oo,
max [V, (1)

e l'affermazione segue.

6. Soluzioni massimali e criterio di prolungamento

Sia f € C(£2;R™) una funzione che verifica la condizione di Lipschitz ([7.5.54]) e
sia (g, yo) € 2.

PROPOSIZIONE 7.6.1. Nelle ipotesi del Teorema [7.5.2] siano I; e I due interval-
li aperti contenenti zy e supponiamo che y; € CH(I;;R") e yp € C'(I5;R") siano
soluzioni del Problema di Cauchy ([7.5.48]). Allora abbiamo y; = ys su I; N Is.

Dim. L'insieme A ={z € 1Nl : y1(x) = ya(z)} ¢ relativamente chiuso in 1 N I
in quanto y; e y, sono continue. Mostriamo che A ¢ anche aperto in I; N I,. Dal
momento che I N Iy & connesso, seguira che A = 11 N I5.

Siano dunque T € A e §o = y1(Zo) = y2(Zo). Per il Teorema esiste un 0 > 0
tale che il Problema di Cauchy

y = flz,y)
7.6.55 _ ~
(7659 e
ha una soluzione unica y € C'(I;R") con I = [Ty — 6, T + 6]. Per § > 0 piccolo, si
ha I C I N I5. Segue allora che y = y; =y, in I, e percio I C A. O



126 7. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

Sia 7 l'insieme di tutte le coppie (J,y;) dove J C R & un intervallo aperto che
contiene zg e y; € C*(J;R"™) & una soluzione del Problema di Cauchy (7.5.48)). Per il
Teorema [7.5.2] abbiamo &7 # 0.

Sia I C R T'intervallo I = JJ, dove 'unione ¢ fatta su tutti gli intervalli J tali
che (J,y;) € &. Siay € C1(I;R") la funzione definita da

(7.6.56) y(x) =ys(x) se xel

La funzione y e ben definita in quanto per la Proposizione si ha y; = yy su
J N J'. Inoltre, y & una soluzione del Problema di Cauchy ((7.5.48)).

DEFINIZIONE 7.6.2 (Soluzione massimale). La funzione y definita in ((7.6.56)) si
chiama soluzione massimale del Problema di Cauchy (|7.5.48]).

TEOREMA 7.6.3 (Criterio di prolungamento). Siano I = (ag, by) C R un intervallo
aperto con —oo < ag < by < +oo, Q@ =1 xR" esia f € C(2;R") una funzione
che verifica la proprieta di Lipschitz locale in 3. Se y € C'((a,b); R") & la soluzione
massimale del Problema di Cauchy , per qualche intervallo (a,b) C (ao, bo),
allora deve valere almeno una delle seguenti due affermazioni (o entrambe):

i) b = by; oppure
ii) lim [y(z)] =

C’¢ un affermazmne analoga relativa al punto a.

Dim. Per assurdo, supponiamo che b < by e che esista una successione xy € (a,b),
k € N; tale che

lim zp =b e suply(zg)| < Mo,
k—o0 keN

per qualche costante finita My < co. Ponendo 7 = y(x) € R" ed eventualmente
estraendo una sottosuccessione possiamo supporre che

lim g = %o

k—o0
per qualche g, € R™.
Studiamo il seguente Problema di Cauchy

/ —
(7.6.57) (@) —_]i(x, ()
2(zy) = Y.
Fissiamo un compatto H C 2 tale che (b,3y) € int(H) e poniamo

M = max x, < Q.
max |f(z,y)

Per un opportuno € > 0 e per ogni k € N sufficientemente grande, I'insieme compatto
K =[x;,20 —xp) x {y e R": ly — x| < e}
e contenuto in H. Consideriamo lo spazio funzionale
X = {Z € C([zg, 20 — 2k [; R™) : z(xx) = Uk, |12 — il < 6}.
Se k € N ¢ sufficientemente grande, abbiamo anche 2(b — zx)M < e. Quindi,

I'operatore integrale
D=+ [ a0
Tk
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trasforma X in se stesso, ovvero T : X — X. Come nella dimostrazione del Teorema
7.5.2] un’opportuna iterazione di 7" ¢ una contrazione su X e pertanto per il Teorema
4.1.3| esiste un’unica soluzione z € C'([zy,20 — z]; R") del Problema di Cauchy
(7.6.57)).

D’altra parte, la funzione y risolve il medesimo Problema di Cauchy sull’intervallo
[z1,b) e per I'unicita deve essere y = z su [z, b). Questo prova che y puo essere pro-
lungata come soluzione del Problema di Cauchy oltre b. Questo contraddice
la massimalita di y. 0

7. Lemma di Gronwall e soluzioni globali

In questa sezione proviamo un teorema di esistenza globale delle soluzioni di equa-
zioni differenziali nel caso che la funzione f verifichi una condizione di crescita al piu
lineare, si veda ([7.7.60). A tale scopo occorre la seguente proposizione, nota come
Lemma di Gronwall.

LEMMA 7.7.1. Siano I C R un intervallo, z¢ € I e ¢ € C(I) una funzione continua
non negativa, ¢ > 0. Se esistono a, 8 € R, con a, § > 0, tali che

(7.7.58) olx) <a+ ﬁ/ (t)dt, per ognix € I con x > xo,
xo

allora

(7.7.59) o(x) < aeP®@=20)  per ogni x € I con x > .

DiM. Sia @ : I — R la funzione

—a—l—ﬁ/ el

Risulta @ € C'(I) ed inoltre ®'(z) = Bp(x) per ogni z € I, per il Teorema fonda-
mentale del calcolo. Dalla (|7.7.58)) segue Che d'(z) < fP(x) per x € I, dal momento
che B > 0. La funzione ¥(z) = e #@=20)d(z) verifica allora
( ) _ —ﬁe (z—=0) ( )—l—e_ﬁ(m_m)@/(;p) — e (z—=0) ( ﬁ‘b( ) ( )) <0
e U(xg) = ®(xp) = a. Segue che ¥(z) < a per & > xp, ovvero
®(z) < aeP@—zo)
per ogni x € I con x > xy. Questo implica ([7.7.59)), dal momento che ¢(z) < ®(z),

per la (|7.7.58|). O

TEOREMA 7.7.2 (Soluzioni globali). Siano I = (ag,by) con —oo < ay < by < o0,
Q=1xR" esia f € C(Q;R™) una funzione continua con la proprieta di Lipschitz
locale in y . Supponiamo che per ogni compatto K C [ esista una costante
C > 0 tale che

(7.7.60) |f(x,y)| < C(1+y|), perognizxze KeyecR"

Allora il Problema di Cauchy ((7.5.48]), con zq € I e yg € R™, ha un’unica soluzione
globale definita su tutto I.
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DiM. Sia y € C*(J;R") la soluzione massimale del Problema di Cauchy (7.5.48)),

con J = (a,b) C I. Supponiamo per assurdo che b < by. Allora, per il Teorema
si ha

(7.7.61) 11%1 ly(z)| = 0.
Siano K = [zg,b] e C' > 0 tali che valga la ([7.7.60)). Dall’identita

y() = yo + / fy)dt, ze

otteniamo per x € J con = > xg
ly ()] < [yol + C/ (L+[y(@)Ddt < lyol + C(b — o) +C/ |y ()] dt.

Dal Lemma di Gronwall segue che
ly()] < {lyol + C(b—20)}e ™),z € (20,b),

e percio la (|7.7.61)) non puo valere. O

ESEMPIO 7.7.3 (Sistemi lineari). Sia A(x) una matrice reale n x n che dipende da
x € I in modo continuo, dove I C R ¢ un intervallo aperto. Il Problema di Cauchy

y = Alx)y
y(xo) = Yo,
con g € I e yo € R", ha una soluzione unica y € C(I). Infatti, la funzione
f:IxR*"—>R"
f(x,y) = Alx)y
e continua e per ogni compatto K C [ verifica per x € K ed y;,y, € R”

[f (@, 9) = fz,92)| = [Al)yn = A(@)ys| < [JA@)[[l91 — ol < max|[A)][|yn — vl

Le ipotesi del Teorema di esistenza e di unicita locale sono dunque verificate.
Inoltre si ha |f(z,y)] = |A(z)y| < maxek ||A(z)]||y| per ogni x € K e y € R™.
Dunque, anche l'ipotesi ((7.7.60) del Teorema e soddisfatta. Questo assicura

’esistenza globale.

EsEMPIO 7.7.4. Sia a > 0 e consideriamo il Problema di Cauchy:

{ y' = [yl

y(0) = 1.

La funzione f(y) = |y|'™* ¢ di classe C'(R) e quindi le ipotesi del Teorema di esistenza
e unicita locale della soluzione sono verificate. Sia I = (a,b) C R lintervallo di

definizione della soluzione massimale. Si ha y(x) # 0 per ogni x € I. Se, infatti,
esistesse T € [ tale che y(z) = 0, allora y sarebbe soluzione del Problema di Cauchy

Z/ — |Z|1+a
z(z) =0,

che pero avrebbe come unica soluzione la funzione identicamente nulla z = 0. Questa
sarebbe una contraddizione.
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Siccome la soluzione y del problema iniziale ¢ stettamente crescente, segue che
0 < y(z) < 1 perognix € I conx < 0. Dal Criterio di prolungamento deduciamo
che a = —o0.

In effetti, la soluzione y si calcola esplicitamente separando le variabili

x !(t y(z) d
o y(t)tte 2t a y*

da cui si ottiene la soluzione

1 1
definita per r < b = —.

r) = ——,

yo) = c—— -

A causa dell’andamento superlineare di f(y) = |y|'* la soluzione del Problema di
Cauchy esplode in tempo finito. Si noti che b — oo quando o — 0.

8. Teorema di esistenza di Peano

L’ipotesi su f(x,y) di Lipschitzianita locale nella y (Definizione [7.5.1)) garanti-
sce esistenza e unicita locali delle soluzioni di 3’ = f(z,y), come nel Teorema [7.5.2|
Quando la funzione f(z,y) & continua non si puo avere unicita (Esempio|7.3.2)); tutta-
via, un classico risultato dovuto a G. Peano garantisce quanto meno l'esistenza delle
soluzioni.

TEOREMA 7.8.1 (Teorema di esistenza di Peano). Siano 2 C R x R" = R™! un
aperto, (Zg,yo) un punto di Q e f :  — R" una funzione continua in €. Allora
esistono § > 0 ed y € C'([zg — &, o + §]; Q) tali che

7502 (V@ =fea@) Vrckn-sntd
y(x0) = yo-

DiM. Per semplificare la notazione, e senza perdere di generalita, possiamo sup-
porre che zo = 0. Ci limiteremo a costruire § > 0 ed una y € C'([0, §]; Q) che risolva
il problema solo per z € [0,0]; a questo punto saremo in grado di risolvere
anche il problema

{ 2(x) = = f(—z, 2(x)) Ve l0,0]
z(0) = yo.
per un qualche §; > 0 e sara sufficiente osservare che, estendendo y a [—d;, 0] tramite
y(x) := z(—x), essa risolve per x € [—d1,0]. II lettore scrupoloso notera poi
che in = 0 si ha un raccordo “di tipo C'”, dal momento che le derivate destra e
sinistra di y in = 0 coincidono e valgono f(0, yo).

Fissiamo r > 0 ed € > 0 in modo che

H:={(z,y) e RxR":zx€0,r]el|y—wl <e} CQ
€ poniamo
€
M = = mi { —}

ml?x\f\, ) := min Sy
Costruiamo una successione y; di “soluzioni approssimate” di ((7.8.62)). Fissato un
intero j > 1 dividiamo l'intervallo [0, 6] in j sottointervalli di lunghezza ¢/j intro-
ducendo i punti x] = zg, i = 0,1,...,7; definiamo y; : [0,6] — R" richiedendo
che



130 7. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

® 4;(0) = yo;

e y; ¢ continua in [0, §] e affine a tratti;

e (per induzione sui = 0,1,...,j —1) yj(x) = f(2],y;(x])) per x € (x},2],,).
Intuitivamente: la derivata di y; in ogni sottointervallo ¢ pari al valore di f nel punto

corrispondente all’estremo iniziale del sottointervallo stesso.
Dimostriamo che

(7.8.63) ly;(x) — yo| < M|z| vz e l0,d].

Ragionando per induzione su ¢ = 0,...,j — 1, dimostriamo la disuguaglianza (7.8.63)
per ogni x € [z}, 2] ,]. Se i = 0 abbiamo

ly; () — vo| = | f(zo,v0)|lx < Max YV €l0,]],
mentre per 1 > 1 ed x € [xg,xzﬂ]

|yj($) — 0| < |?JJ(9C) - Z/;(If)| + |yj(mf) — Yo
< |f (i ()| (& — o) + M
<M(z—ux]+a]) = Mz,

dove abbiamo utilizzato I'ipotesi induttiva ed il fatto che, poiché |y;(x])) — yo| <
Mzl < M6 < e, si h (27, y;(x])) € H e dunque |f(z,y;(x]))] < M.

Ricordando nuovamente che Mé < ¢, la implica che (z,y;(z)) € H per
ogni z € [0,4]; in particolare, (y;); ¢ una successioni equilimitata ed equicontinu
in C°([0,6]; B(yo,)). Per il Teorema di Ascoli-Arzela, a meno di passare ad una
sottosuccessione (che non re-indicizziamo) esiste y € C°([0, 6]; B(yo, €))) tale che y; —
y uniformemente in [0, §]. Verifichiamo che y € soluzione del problema ([7.8.62)); per
far cio e sufficiente dimostrare che

(7.8.64) y(z) =yo + /Ox ft,y@t)dt Yz elo,d],

cosa che garantisce peraltro la regolarita C' di y. Osserviamo preliminarmente
che, essendo f continua sul compatto H, essa ¢ uniformemente continua in H e
in particolare

(7.8.65) f(t,y;(t) = f(t,y(t)) uniformemente in [0, ¢].

1Questo fatto, in effetti, & necessario anche per la buona positura della definizione di Yj-

MLe y; sono anzi uniformemente Lipschitz: essendo continue ed affini a tratti, la costante di
Lipschitz di y; ¢ uguale (esercizio!) al valore massimo di |y}| nei punti dove la derivata ¢ definita;
in particolare vale Lip(y;) < M per ogni j.
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Verifichiamo la ([7.8.64)). Per x € [0, 4] fissato definiamo N = N(z, j) come 'unico
intero tale che = € [x}y, x4 [; allora

%+£memm

[7-8:63) = o +}Lm/ St y;(t))dt
> Jo
J

—m+hm{%f(A;HU@%@D ﬂ%&x)ﬂﬁ+%(wﬁ—w@m>

[ () = T )+ (o) = )]
i | 3 ) = 35 (ad) + (o) — () + |

=1 +jlggo [y;(x) — y;(0) + R;]

EUA

=y(r) + lim
j—oo

dove abbiamo posto R; := R} + R;. E’ pertanto sufficiente dimostrare che R; — 0
per j — +00; questo segue osservando che, se t € [z}, x] +1} allora
1t 55(0) = (el gy I < 1t = ] + [y () — w3 (@)l < A+ M)t — 2] < (1+ M)$

e 'uniforme continuita di f su H garantisce che R; — 0 per j — oo. Questo conclude
la dimostrazione. O

9. Equazioni differenziali lineari del secondo ordine

Sia I C R un intervallo aperto e siano a, b, f € C(I) funzioni continue. In questa
sezione studiamo 'equazione differenziale lineare del secondo ordine:

v +a(x)y +b(x)y = f(x), ze€l

L’incognita ¢ una funzione y € C?(I). L’equazione differenziale si dice lineare perche

'operatore differenziale .2 : C*(I) — C(I)
ZL(y) =y" +a(@)y’ +b(z)y

€ un operatore lineare.
La dimostrazione del seguente teorema di esistenza e unicita della soluzione per
il Problema di Cauchy segue direttamente dai Teoremi [7.5.2] e [7.7.2] Si veda anche

I"Esempio [7.7.3]
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TEOREMA 7.9.1. Siano I C R un intervallo aperto, 2o € I e yo,y, € R, e siano
a,b, f € C(I) funzioni continue. Allora il Problema di Cauchy
y' +a(z)y +b(z)y = f(x), zel,
(7.9.66) y(zo) = o
Y (o) = Yo
ha un’unica soluzione y € C?(I).

Studiamo ora il caso omogeneo f = (0. Consideriamo l'insieme delle soluzioni
dell’equazione omogenea

S={yeC*I):y" +a(x)y +b(z)y=0sul}.
Dal teorema precedente segue il seguente fatto.

PROPOSIZIONE 7.9.2. L’insieme S delle soluzioni dell’equazione omogenea & uno
spazio vettoriale reale di dimensione 2.

Dim. S & uno spazio vettoriale, perche per ogni o, 3 € R e y;,y2 € S, ovvero

Z(y1) = ZL(y2) = 0, risulta
Z(ay + Byz) = aZ (i) + BL(y2) =0

e quindi ayy + Bys € S.
Proviamo che S ha dimensione esattamente 2. Fissato un punto zy € I, definiamo
la trasformazione T : S — R? definita nel seguente modo

T(y) = (y(z0), ¥ (x0))-

La trasformazione T' ¢ lineare. Proviamo che T ¢ iniettiva e suriettiva. Ne segue che
S ed R? sono linearmente isomorfi e dunque dim(S) = dim(R?) = 2.
Prova dell'iniettivita: se T'(y) = T'(z) con y,z € S allora y e z risolvono lo stesso

Problema di Cauchy (7.9.66)) (con f = 0). Siccome per il Teorema la soluzione
del problema ¢ unica, deve essere y = z.

Prova della suriettivita: dato (yo,y) € R?, dal Teorema segue lesistenza di
y € S tale che T(y) = (Yo, Y})- O

Dunque, lo spazio vettoriale S ha una base vettoriale composta da due soluzioni.
Consideriamo due soluzioni y1,ys € S (non necessariamente linearmente indipenden-
ti). Formiamo la matrice Wronskiana

W) = (40 U0 )

e il determinante Wronskiano

(o) = det (00 B0 ) ) — et ),
Chiaramente risulta w € C*(I) e inoltre
w' = Yhys — Yoyt + Y1y — Yeu
= y1(—a(@)ys — b(z)y2) — y2(—a(z)y; — b(z)y1)
= —a(x)w.
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Integrando I’equazione differenziale scopriamo che il determinante Wronskiano ha la
forma

w(z) = w(xg) exp ( — /ﬂc a(t)dt), x el

o

In particolare, se w(xg) = 0 in un punto x¢ € I allora w = 0 in tutti i punti.
PROPOSIZIONE 7.9.3. Siano y;,y> € S soluzioni dell’equazione omogenea e sia
w = det Wy, ,, il corrispondente determinante Wronskiano. Allora:

(A) i1,y sono linearmente dipendenti se e solo se esiste zg € I tale che w(xy) =0
(equivalentemente se e solo se w = 0 su [);

(B) 41, y2 sono linearmente indipendenti se e solo se esiste 21 € [ tale che w(zy) #
0 (equivalentemente se e solo so w # 0 su I).

Dim. Proviamo (A). Se 1, y2 sono linearmente dipendenti allora esistono («a, §) #
(0,0), a, B € R, tali che ayy + Sy = 0 su I. Derivando vale anche ay] + Sy, = 0 su

I, e dunque
(?/1 ?/2) (a) (0>
Ys Ys p 0/

Segue che w = 0 su tutto I.
Supponiamo ora che w(xy) = 0 in un punto z € I. Allora, esistono («, 5) # (0,0)

tali che
(e ) (5)=(5)

La funzione z = ay; + Bys € in S e verifica z(z9) = 0 e 2'(x¢) = 0. Dall’unicita della
soluzione per il Problema di Cauchy segue che z = 0 e quindi ¥, y2 sono linermente
dipendenti.
L’affermazione (B) segue da (A) per negazione.
O

9.1. Metodo della variazione delle costanti. In questa sezione illustriamo il
metodo per calcolare una soluzione dell’equazione non omogenea

(7.9.67) v +alx)y+b(x)y = f(z), zel,

una volta si sappia risolvere 1’equazione omogenea corrispondente. Sia y;, y» una base
di soluzioni per I’equazione omogenea y”+a(z)y+b(x)y = 0. Cerchiamo una soluzione
del tipo

(7.9.68) Y = C1y1 + Caya

dove ¢1, ¢y : I — R sono funzioni da determinare. Derivando la relazione si ottiene
y' =iy +ayy + hys + ey

Imponendo la condizione

(7.9.69) A+ chya =0

I’espressione precedente si riduce alla seguente

Y = cryy + e
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Derivando nuovamente si ottiene
no_ 5! 1 / ! 1
Y =Y T ayp + CYy + C2ls.

Sostituendo nell’equazione differenziale di partenza, dopo qualche calcolo, si arriva
alla seguente equazione

e (yy + ayy + byr) + co(ys + ays + bya) + cyy + chyy = f.

Usando il fatto che y;, yo risolvono 'equazione omogenea si ottiene la seconda condi-
zione

(7.9.70) iy + yy = f.

Mettendo a sistema le condizioni (7.9.69)) e (7.9.70) si arriva al sistema

(3 3)(2)-()
Y1 Y Ch [

Nel sistema ¢ apparsa la matrice Wronskiana di y;,ys. Per la Proposizione [7.9.3]
questa matrice e invertibile in ogni punto x € I. Questo permette di risolvere il

sistema in ¢} e c:
, -1
) _ ( Y1 Yo 0
¢ Vi ¥ f

Le due equazioni del sistema possono essere integrate. Questo procedimento determi-
na c; e co a meno di due costanti addittive che appaiono nel processo di integrazione.
Una volta sostituite ¢; e ¢y nella , le due costanti possono essere determinate
con delle eventuali condizioni iniziali.

9.2. Equazioni lineari del secondo ordine a coefficienti costanti. Consi-
deriamo un’equazione differenziale del tipo

(7.9.71) y'+ay +by=0

dove a,b € R sono costanti. Si cercano soluzioni della forma y(z) = e**, dove A € C &
un parametro complesso. Sostituendo le derivate ' = Ae* e i/ = A\2e*® nell’equazione
differenziale si ottiene ’equazione

(A2 +a\+b) = 0.
Siccome e** # 0, tale equazione ¢ verificata se e solo se \ verifica 1’equazione caratte-
ristica:
M4 a\+b=0.
Sia A = a? — 4b il discriminante dell’equazione. Si possono presentare tre casi.
1) A > 0. L’equazione caratteristica ha due soluzioni reali distinte
—a— VA —a+ VA
M= ¢ A=

In questo caso, la soluzione generale y di ((7.9.71]) € una combinazione lineare
delle soluzioni y; (x) = eM® e yy(x) = €22, che sono linearmente indipendenti:

Ax

y(z) = c1eM* + ™, xR

dove c1,co € R.
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2) A < 0. L’equazione caratteristica ha due soluzioni complesse coniugate

—a+iV=A —a—iV=A
Alz%:aﬂﬂ e Agz%:a—w

dove si & posto « = —a/2 e f = v/—A/2. Le funzioni
2 (z) = el@tihT — gowelft — oO%(cog B 4 i sin Bir)
zy(x) = el — eaTe =BT — 0% (o5 By — i sin Bx)

sono soluzioni a valori complessi dell’equazione differenziale. Dunque, le

funzioni
yi(z) = () + () ; %(@) = e* cos fx
ya(z) = as) e (z) 2_1 #(2) = e sin Bz

sono soluzioni a valori reali dell’equazione differenziale. Le funzioni y; e o
sono linearmente indipendenti e dunque la soluzione generale dell’equazione
differenziale ¢ della forma

y(z) = (1 cos fr + ¢y sin fz)e™®

con cq,co € R.

3) A =0 . L'equazione caratteristica ha la soluzione reale A = —a/2 con mol-
teplicita 2. In questo caso, il metodo produce una sola soluzione y;(x) = e**.
Un conto diretto mostra che la funzione yy(z) = ze’® & pure una soluzione
che ¢ linearmente indipendente dalla precedente. In effetti, si ha:

Yy A ayy +bys = 22 + N2xe + a(e’\"” + )\xe)‘z) + bret®
= (M4 a)+b)ze? + (2\ +a)e™ =0,

dove nell’'ultimo passaggio si e usato il fatto che che A risolve ’equazione
caratteristica e che A = —a/2.

La soluzione generale dell’equazione (7.9.71]) e dunque

y(x) = (cy + c2)e™,  ¢1,c5 €R.

9.3. Equazioni del secondo ordine di Eulero. Sia f : I — R una funzione
continua su un intervallo I C RT e siano a,b,c € R numeri reali tali che a # 0.
L’equazione differenziale

(7.9.72) az®y” + by +cy = f(x), w€l,

¢ un’equazione del secondo ordine di Eulero. Consideriamo il caso f = 0, ovvero il
caso omogeneo,

(7.9.73) ar*y’ +bxy +cy=0, xcR'.

L’equazione ¢ singolare in z = 0 in quanto il coefficiente di y” si annulla. Cerchiamo
soluzioni sulla semiretta Rt = (0, +00). Dal momento che 'equazione differenziale &
lineare, le soluzioni formano uno spazio vettoriale di dimensione 2. Cerchiamo due
soluzioni linearmente indipendenti della forma

y(l’) _ (I?A _ e)\log(x) _ e(aJriB)logx _ ZL‘a(COS(ﬁ lOg(L’) + iSiH(ﬁ log:c)),
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dove A\ = a + i & un parametro complesso. Inserendo y, v = Az*7!, e ¢ =
A\ = 1)2*72 nella (7.9.73) si trova 2*(aA(A — 1) + bA + ¢) = 0. Dal momento che
2 # 0, X risolve I'equazione caratteristica

(7.9.74) a4+ (b—a))A+c=0.
A seconda del segno di A = (b — a)? — 4ac si distinguono tre casi.

Caso 1: A > 0. In questo caso ’equazione caratteristica ha due soluzioni semplici
A1, A2 € R e la soluzione generale dell’equazione omogenea ((7.9.73|) &

y(x) = C1a™ + Cya’?,
dove C',Cs € R sono costanti reali.

Caso 2: A = 0. In questo caso, I'’equazione caratteristica ha una soluzione reale
doppia A € R e troviamo la soluzione y;(z) = 2*. Una verifica diretta mostra che la
funzione y,(x) = 2* log x & una soluzione che & linearmente indipendente dalla prima.
La soluzione generale dell’equazione omogenea e dunque

y(xr) = a:’\(Cl + Cylog x),
dove C,Cs € R sono costanti reali.

Caso 3 A < 0. In questo caso l'equazione caratteristica ha due soluzioni
complesse fra loro coniugate

M=a+if and I =a—if.
Otteniamo le soluzioni a valori complessi
2 (x) = 22T = 2 ( cos(flogx) + isin(S log 93)),
zo(x) = 2% = 2*(cos(Blog ) — isin(Blog z)),

e quindi le soluzioni reali

h(x) = 3 (a(x) + 2a(x)) = 2 cos(Flogx),

1

ya(x) = z(zl(x) — 2z9(x)) = 2% sin(S log x).

La soluzione generale dell’equazione omogenea e dunque
y(z) = 2*(C cos(Blog z) + Cysin(Blogz)),

dove C,C5 € R sono costanti reali.

10. Regolarita della soluzione rispetto ai dati iniziali

10.1. Continuita della soluzione rispetto ai dati. Siano 2 C R™™! un insie-
me aperto ed f € C(€; R™) una funzione che ¢ localmente di Lipschitz in y. Fissiamo
un punto (xo,y) € Q e per (£,7n) € Q consideriamo il Problema di Cauchy

(7.10.75) { g/(g):nf(x y(z))
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Esistono dei numeri 6 > 0 ed r > 0 tali che per ogni (£,1) € B,(xo,y0) C il
Problema di Cauchy ha una soluzione unica yg, € C*(I; R"™) dove I = [z — 0, 29 + ]
¢ un intervallo fissato. Possiamo anche supporre che esista h > 0 tale che

|yen(x) — yo| < h
per ogni (£,m) € B,.(xg,y0) e per ogni x € I, e tale che si abbia
K=1x Bh(yo) c Q.

L’insieme K & compatto e il grafico di una qualsiasi soluzione ¢ contenuto in K.
Definiamo la costante

M = max x, < 00,
Joax |f(x,y)l

e sia L > 0 una costante di Lipschitz per f relativa a K

|f(z,y1) — f(x,y2)] < Llys — y2|, per ogni (z,y1), (x,y2) € K.

TEOREMA 7.10.1 (Kamke). Con le ipotesi e notazioni precedenti, sia yg, € C*(I; R")
la soluzione del Problema di Cauchy (7.10.75)) e sia .., € C*(I;R™) la soluzione con
dato iniziale y(xg) = yo. Allora si ha la convergenza uniforme

(7.10.76) m  max |ye, (%) — Yagyo ()] = 0.

E—xo,n—yo x€l

DiM. Formiamo la differenza fra le soluzioni

y§77<x) - ywoyo(l‘) =1n—"Y + /§$ f(t7y£n(t))dt - /z f<t7ywoy0(t))dt

- /6 Pt ey (D) + / L (b ven(£)) — F(E o (£)) } et

Per la disuguaglianza triangolare si ha (ad esempio con £ < zp < x)

19en(2) — Yooy ()] < 17 — o] + /g 1t e ()]t + / V£t yen(8)) — £t e (D)l

< |y yo| + M€ — x| + L / e (6) — Yoo (1) dL.
o

Ora il Lemma di Gronwall implica che

1Yen () — Yaouo ()] < (|1 — yo| + M€ — zo|)e=7l,

per ogni x € I, e la convergenza uniforme segue. ([l

Vogliamo definire il “flusso” indotto dall’equazione differenziale. Siano I = [z¢ —
d,z9 + 0] e B = B,(x0,%0), come sopra. Definiamo la funzione ® : [ x B — Q C R"
ponendo

(7.10.77) D(z,&,m) = yey(2).
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Proviamo che ® ¢ continua su I x B, ad esempio che ¢ continua nel punto (zq, &y, 70) €
I x B. Fissiamo € > 0 e stimiamo la differenza

|CI)(1:7§,77) - (I)(‘r()vé(]?n())‘ S ’@(])75’?7) - @(])7507 7)0)| + |(I>(x, 507 770) - (I)<x07 507 770)|
Per il Teorema di Kamke esiste ; > 0 indipendente da x € [ tale che

|(I)(‘T7£7T]> - (I)(x7£07n0)| < 6/2
per ogni &, n tali che [€ —&| < 1 e |n —no| < 1. Inoltre esiste d; > 0 tale che

|D(x, 0, m0) — (w0, 0, m0)| < €/2

per ogni « € [ tale che |x — x| < d9. Infatti la funzione x — ®(z, &y, nm9) € continua.
Questo prova la continuita di ®.

10.2. Dipendenza C! della soluzione dai dati. Sia 0 C R"™! un insieme
aperto e sia f € C'(€; R™) una funzione tale che esistano continue le derivate parziali

Of(x,y)
dyi
In particolare, f e localmente di Lipschitz in y. Sia ® : [ x B — Q il “flusso” definito

in . Vogliamo provare che sotto l'ipotesi ® ¢ di classe C*.
Prima di enunciare il risultato, calcoliamo in modo formale le derivate di yg,.
Innanzitutto si ha

R, o 0 d 0 9
%8—5%7(:1:) = 8—5%%(%) = a—éf(w,ygn(:v)) = a—;(%ysn(@)a—g%n(@-

(7.10.78) eC(LRY), i=1,...,n

In questo conto stiamo supponendo che sia lecito scambiare le derivate a% e a%' Con
Jf /0y abbiamo indicato la matrice Jacobiana di f relativa alle variabili y.

Calcoliamo ora Oyg,/0¢(x) nel punto z = €. Dal fatto che ye,(§) = n per ogni
¢ € I, segue che la derivata della funzione { — yg,(£) si annulla identicamente.
Dunque, per la regola della derivata della funzione composta, si ottiene

0= Weongey  Weald)|_ Wen oy pie e (o).

o€ or |, 0§

In definitiva, la funzione )¢, : I — R"

yen()

@bgn(l’) = #57 T € ],
¢ la soluzione del Problema di Cauchy lineare
V'(x) = Fey(x) ()
7.10.79 !
(71079 L6 = i)
dove Fg, € C(I; M,(R)) ¢ la funzione a valori matrici n x n
of
(7.10.80) Fep(x) = (9_y($’y§"<x>>'
Il Problema ([7.10.79) ha una soluzione unica definita su I.
Calcoliamo le derivate di ye, rispetto alle variabili . Per ogni i = 1,...,n si ha
0 0 0 0 0 of 0

aa_myfn(ﬂf) = a_m%yén(x) = %f(flf,ygn(x)) = %(xvyin(x))%yfn(x)'

1
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Inoltre, dall'identita yg, () = 1 valida per £ € I si ottiene

Wen o _ L
on, (&) =¢e;=(0,...,1,...,0).

In definitiva, la funzione g, ; : I — R"

9,
ers(w) = S
e la soluzione del Problema di Cauchy lineare
! pu— .
(7.10.81) { (x) = Fe(w)pi(a), z €,
©i(§) = e

TEOREMA 7.10.2. Siano  C R™! un insieme aperto, (xg,79) € Q ed f €
C(€;R™) sia una funzione che verifica (7.10.78)). Per ¢ > 0 siano I = [zg—d,x0+ ] e
B={yeR": |y—yo| < 0}. Allora esiste § > 0 tale che la funzione ¢ : I xIx B — R"

O(z,8,m) = yen(x),

dove yg, € C'(I;R") & la soluzione del Problema (7.10.75)), & di classe C*(1 x I x
B;R™). Inoltre,

0D (z, €, 9P (z. €, |
%Zlﬁ&n@) e %:wmi(l‘), i=1,....n,

dove g, € ey sono le soluzioni dei Problemi di Cauchy (7.10.79) e (7.10.81)).

Dim. Per § > 0 sufficientemente piccolo, la funzione ® e ben definita ed e continua
per il Teorema e 'osservazione che lo segue.

Proviamo che ® ¢ differenziabile con continuita in 7. E sufficiente considerare il
caso n = 1, ovvero n & unodimensionale. Per z,£ € I, n € Beh € Rcon 0 < |h| < hg
sufficientemente piccolo

(7.10.82)
y&j,n+h(x)h_ Yen() _ % {77 +h+ /5 f(t, yeprn(t)) dt —n — /5 F (&, yen(t)) dt]

=1+ /gm f(tv y§777+h(t>>h_ f(ta y@?(t)) dt

1 / “ Yeurn(t) — yen(t) OF
¢

G () dr

Nell'ultima riga abbiamo usato il Teorema del valor medio che fornisce un g(t) €
(Yentn(t), yey(t)) tale che

f(t, y£7n+h(t)) — f(t, yﬁn(t» = (y£7n+h(t) - yﬁn(t))g_i(t7 Un(t)).

Sia ¢ € C'(I;R) la soluzione del Problema di Cauchy (7.10.81]). Lasciamo cadere
I'indice ¢, in quanto n = 1. Lasciamo anche cadere la dipendenza da & ed 7 nelle
notazioni. La condizione iniziale & (&) = 1. Dunque ¢ risolve I’equazione integrale

(7.10.83) o(z) =1+ /é ' @(t)g—Jyp(t, Yeu (1)) dlt.
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Sottraendo ([7.10.83)) da ([7.10.82)) otteniamo

R(ZE h) yfﬁ'i‘h( )h_ yfn(x) —(,D(ZE)

T (Yenin(t) — yey(t) O of
_/s ( S g m) ‘¢<t)a—y(tyfn(t))) dt,

dove abbiamo tolto gli indici & ed 7.

Affermiamo che esiste una costante C' > 0 tale che per ogni € > 0 esiste h > 0
tale che |R(z, h)| < Ce per ogni 0 < |h| < h e per tutti gli € I. La costante C' non
dipende da z, &, n. Questo provera che

(7.10.84)

(7.10.85) }llim Yenrsh(Z) — Yen() = (),
—0 h

con convergenza uniforme in x,&,n. In particolare, la convergenza uniforme implica
che

00(r,&,m)
on

esiste continua.

Infatti, aggiungendo e togliendo cp(t)g—f;(t, Un(t)) nell’integrale sulla destra in ((7.10.84]),
otteniamo

rof
¢ Oy

af of

R = [ S more e [Cow (Fienon - Feam) o

Esiste una costante M > 0, che & uniforme in un intorno di (&, 7), tale che

of
dy

swplp(®) <M e swp | S(t ()| < M.

tel |h|<ho,tel

Inoltre, essendo Jf/dy continua in 2, & uniformemente continua sui compatti di €.
Quindi esiste o > 0 dipendente da ¢ tale che

St~ G (o) <

non appena |y ,14(t) — ye,(t)] < o. Per il Teorema [7.10.1] tale stima vale per tutte

le t € I non appena |h| < h per qualche h > 0 dipendente da o.
In definitiva, per ogni |h| < h e x € I si ha

\R(z, )| §255M+M‘/ IR(t, h)
13

M|z—¢]

e per il Lemma di Gronwall segue che |R(z,h)| < 2e0Me . Questo termina la

dimostrazione di (|7.10.85|).
Ora proviamo che

(7.10.86) lim Yeren(®) ~ven(®) )y
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dove v e la soluzione del Problema di Cauchy (|7.10.79). Si ha

(7.10.87)
yf-&-h,n(x)h_ yfn( ) _ 1 [774‘ ft, y&—l-hn( ))dt —n / f(t y&n( ))dt}
/ f t yg+hn f(t,yﬁn( )) dt — l S f(t Ye (t)) dt
h ; s Y€+hm
_ y+h,n<>—yn<>af Lt
_/5 ; - S 5 (6 gn(0) dt = 5 5 St Yernn(t)) dt,

per qualche (nuova) yn(t) € (Yerny(t),yen(t)). Sia ¢ € CYI;R) la soluzione del
Problema di Cauchy (7.10.79)). Allora v risolve l’equazione integrale

(7.10.88) () = —f(€, yen(€ / () o=t yey (1)) dt.

Sottraendo ([7.10.88]) da ([7.10.87)) otteniamo

h
T Yerna(t) — yen(t) Of of
_/5 (g S ay(’yh(t))_w(t)a—y(taysn(t))) dt+
1 [&th
N E/g {f(t7y£+hﬂ7(t)> - f(gayﬁn(f))} dt

C oo of o,
= [ st mie) — v (G5 a0 = G 50 des

1 E+h
i [ A 0) — Fe sl
Usando la continuita uniforme di f e 2L, come sopra deduciamo che per ogni € > 0

- oy’
esiste h > 0 tale che per ogni |h| < h e x € I si abbia

S, h)] < 255(M +1) + M| / () dt],
13

dove ora M e un “bound” per 1 e g—i. L’affermazione segue. O

10.3. Flusso di un campo vettoriale. In questa sezione cambiamo notazione.
Indichiamo con t € R la “variabile temporale” e con x € R" la “variabile spaziale”.
Con ¥ indichiamo la derivata in ¢ di una curva v : I — R", I C R intervallo.

Un campo vettoriale su R™ & una funzione F : R® — R™. Se F' € C''(R™; R") allora
F' e localmente di Lipschitz. Dunque, per il Teorema di esistenza e unicita locale, per
ogni x € R™ il Problema di Cauchy

(7.10.89) { 35) i (Z;)
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ha un’unica soluzione locale v, € C'(I,) per qualche intervallo I, C R contenente
t =0. Se I, = R per ogni x € R", ovvero se ogni soluzione 7, ¢ definita per tutti i
tempi t € R, il campo F si dice completo.

DEFINIZIONE 7.10.3 (Flusso). Sia F' € C'(R™;R") un campo completo. La
funzione ¢ : R x R" — R"
O(t,x) = v.(1),
dove v, € C(R;R") & la soluzione del Problema di Cauchy (7.10.89) si dice flusso

del campo vettoriale F'. Per ogni t € R, definiamo la funzione ®; : R” — R" ponendo
O, (x) = P(t, ).
PROPOSIZIONE 7.10.4. Sia F' € C'(R";R") un campo completo. Allora il suo
flusso ® verifica le seguenti proprieta:
i) ® e CH(R x R™;R").
ii) ®(0,z) = « per ogni x € R", ovvero &, = Id.
iii) II flusso verifica la proprieta di gruppo ®;s = &, o &, per ogni s,t € R. In
particolare, ®; ! = ®_,.

Dim. L’affermazione i) segue dal Teorema di [7.10.2] L’affermazione iii) segue
dall’'unicita della soluzione per il Problema di Cauchy. U

11. Esercizi
11.1. Equazioni del primo ordine.

EsErcizio 7.11.1. Date le costanti positive R, L, V', risolvere il problema (circuito
RCL)
LI'+ RI=V
{ I(0)=0

ESERCIZIO 7.11.2. % Al variare del parametro o € R studiare esistenza e unicita
della soluzione y € C*'(R) del problema

2y —y+1=0,
y(0) = o
ESERCIZIO 7.11.3. Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale v/ = yx? +
e dimostrare che ve ne ¢ esattamente una che risulta limitata in [0, 4+o00].

1
1422

EsERcIZ10 7.11.4. Dimostrare che I’equazione 3’ +xy = e non ammette soluzioni
limitate in [0, 4-o00].

EsERcizio 7.11.5. Risolvere I’equazione funzionale
4

y(x) =1+ % - /0 2y (t)dt.

EsERcizio 7.11.6. x Calcolare la soluzione del seguente Problema di Cauchy

,  1+2z

cos Yy
y(0) =
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EseRrcizio 7.11.7. x Calcolare la soluzione generale delle seguenti equazioni dif-

ferenziali:
N s ycosw . o, 3 9
— : = 1, >0.
i)y 1—|—sina:+smm i) y xy—i—x +
EsERrcizio 7.11.8. x Calcolare la soluzione dei seguenti Problemi di Cauchy
y = y?log(z + 3)

' Y —z
. Yy = ~te i
! { y(0) = 0. ) { y-2)=—.

EsERcizio 7.11.9. x Si consideri I’equazione differenziale
Y = (y* —y)log(2 +2).

i) Determinare il suo integrale generale.
ii) Risolvere il problema di Cauchy con dato y(—1) = 1/2.

EseErcizio 7.11.10. Si consideri ’equazione differenziale

Y= (y—1)(y—4) =

sinz’
i) Trovare tutte le soluzioni costanti.
ii) Calcolare la soluzione generale dell’equazione in forma implicita.
iii) Calcolare in forma esplicita la soluzione del problema di Cauchy con dato
iniziale y(37/2) = 5.
Esercizio 7.11.11. Sia f : R — R una funzione continua tale che f(0) = 0,

f(t) >0set#0,e
L _
o f(t)
Provare che y = 0 ¢ I'unica soluzione del Problema di Cauchy
{ v = f(y)
y(0) = 0.

EseErcizio 7.11.12. Calcolare la soluzione del seguente Problema di Cauchy

7 cos(zy)
{ V=
Y

(1) =m.
EsERrcizio 7.11.13. Calcolare la soluzione y € C*(a,b), —0o < a <1 < b < oo,
del Problema di Cauchy
y/ _ y—x
{ y+ax’

y(1) =0,

e disegnare un grafico qualitativo di y. Calcolare b e mostrare che a > —%e_”/ 2,

EseRrcizio 7.11.14. x Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy

{ y =sin(z +y+ 3)
y(0) = —3.
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Esercizio 7.11.15. Calcolare la soluzione generale della seguente equazione dif-

ferenziale

IQ

y=y——.
y

EsERrcizio 7.11.16. x Calcolare la soluzione del seguente Problema di Cauchy
{ y=yly—1+1), zeR,

y(0) = %

EsErcizio 7.11.17. = Si consideri ’equazione differenziale
(1 —cosy)y = xsinxsiny.
i) Determinare tutte le soluzioni costanti;

ii) Calcolare (in forma implicita) l'integrale generale;

iii) Calcolare la soluzione che verifica la condizione iniziale y(0) = 3.

2zy
x4y
EsErcizio 7.11.19. Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy

EsERrcIz10 7.11.18. Trovare le soluzioni di ' =

2 .2
x
y = —|—y’ x>1
y

y(vV2) = /2log 2.

ESERCIZIO 7.11.20. Trovare le soluzioni di xy’ = —y?logz — 2.

EsErcIz1o 7.11.21. Trovare le soluzioni di y = xy’ — %(y’)?

ESERCIZIO 7.11.22. Dimostrare che esiste un’unica soluzione y € C*(R) del pro-

blema differenziale
{(y’:c) =14+ |ylx z € R,
y(0) =0, y'(0) = 1.

EsERrc1zIo 7.11.23.
{ v =ve+y/lyl, ©=0
y(0) =0.
i) Dimostrare che ogni soluzione y verifica y(z) > %:ES/Q per z > 0.
ii) Usando il Teorema delle contrazioni provare che esiste un’unica soluzione
locale del problema.
iii) Provare che la soluzione ¢ definita su tutto [0, c0).
iv) Dimostrare che
1 2
lim y(2) =7 and lim y(z) _

z—oo 12 zo0+ x3/2 3

ESERCIZIO 7.11.24. Dimostrare che esistono soluzioni periodiche y € C*(R) del-
I’equazione differenziale

y'(z) =2siny(z) +sinz, =z €R.



11. ESERCIZI 145

EsERrcizio 7.11.25. Si consideri ’equazione differenziale
3y — 2y + 2z = 0.

Provare che:

i) Ogni soluzione y € C'(R \ {0}) si estende ad una funzione in C'(R);
ii) L’equazione non ha soluzioni analitiche definite in un intorno di x = 0.

ESsERcIZIO 7.11.26. per a > 0 e A € R, si consideri il problema differenziale

,  ysiny
vy= 14z’
lim y(z) = A\

T—00

x >0,

Per dati « e A, studiare esistenza e unicita di soluzioni y € C*(0, 00) del problema.

ESERCIZIO 7.11.27. Sia f : R?> — R una funzione continua e limitata e fissiamo
(0,70) € R2  Provare che il Problema di Cauchy 3 = f(z,y) e y(z9) = 3o ha
almeno una soluzione. Usare il Teorema di punto fisso di Schauder e il Teorema di
Ascoli-Arzela.

11.2. Equazioni del secondo ordine.

Esercizio 7.11.28. x Calcolare I'integrale generale dell’equazione differenziale

€T
" €

y _y:ew—i—l'

ESERCIZIO 7.11.29. x Siano a, 3 € R e sia y € C*°(R) la soluzione del problema
di Cauchy

' +2y +2y=te”’, y(0)=a, ¥(0) =5

1) Calcolare la soluzione y.
2) Determinare tutti gli o, f € R per i quali esiste finito il limite

lim y(t)

z—0 ¢

Esercizio 7.11.30. Calcolare la soluzione generale della seguente equazione dif-
ferenziale

Y’ +4y = 2%e*, xR
Esercizio 7.11.31. Calcolare la soluzione del seguente Problema di Cauchy

y' =2y +y=x(1+¢"), r€eR,
y(0) =0
y'(0) = 0.

EsERrcizio 7.11.32. x Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy

" 1 6( T 7T)
pr— x _—— J—
y Ty cosz’ 2'2/)"
0)=0

y'(0) = 0.
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EseRrcizio 7.11.33. x Calcolare la soluzione del Problema di Cauchy
22y +3xy —3y=0, zeRT
y(1) =0
y'(1) =4.
ESERCIZIO 7.11.34. * Calcolare la soluzione y € C*(R) del seguente Problema di
Cauchy:
y2y//
(L +y?)
y(0) =1
y'(0) = 0.

EsErcizIO 7.11.35. % Sia g € C([0,00)) una funzione tale che

/ l9(a)| dz < oo,
0

e sia y € C?([0,00)) la soluzione del Problema di Cauchy
V' +y=9g(x)y, x>0,

y(0) =0
y'(0) =1

Dimostrare che esiste una costante M > 0 tale che |y(z)| < M per ogni z > 0.

EsErcizio 7.11.36. % Sia f € C(R) una funzione continua tale che tf(t) > 0 per
ogni t € R. Provare che il Problema di Cauchy

{ y'+e f(y) =0
y(0) =y (0) =0
ha 1'unica soluzione y = 0.

ESERCIZIO 7.11.37. x Sia F' € C'([0,00)) una funzione tale che F(0) > 0 ed
F'(x) > 0 per ogni z > 0. Provare che ogni soluzione y € C?([0,00)) dell’equazione
differenziale

y' + F(x)y=0, x>0,
e limitata. Suggerimento: moltiplicare per y' ed integrare.

ESERCIZIO 7.11.38. % Sia y € C?*(R) la soluzione del Problema di Cauchy
y'+2y° =0, zeR,
y(0) =1
y'(0) = 0.
Provare che la soluzione ¢ effettivamente definita per ogni x € R, che ||y||s < 1, che
y ¢ pari e periodica.
EsErcIz1O 7.11.39. Sia o > 0 un numero reale e si consideri il Problema di Cauchy
y//+ %y/+y3 — 07
y(0) =1,
y'(0) = 0.
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i) Dimostrare che il Problema ha un’unica soluzione y € C?([0,T)) per qualche
T>0.
ii) Provare che la soluzione ¢ definita su tutto [0, 00);
iii) Per a = 0 dimostrare che la soluzione y & periodica e che

xg[l(gfo)y(ﬂf) , xéﬁ){go)y(x)

Suggerimento: moltiplicare per x* ed usare il Teorema delle contrazioni.

ESERCIZIO 7.11.40. Siano a,b € C(R) funzioni continue e sia y; € C?*(R) una
soluzione dell’equazione differenziale

y'+ay +by=0

tale che y;(z) # 0 per ogni x € R. Determinare una soluzione y € C?(R) linearmente
indipendente da ;.

EsERrcIzIO 7.11.41. Provare che per ogni numero reale o > 0 il problema con dati
al bordo
{ y' =y, —a<z<a,
y(—a) =yla) =0
ha esattamente due soluzioni y € C?([—a, a]).

EsERci1z10 7.11.42. Per € > 0 si consideri il problema con dati al bordo

{ —ey’ +y* —1=0su[-1,1],
y(1) =y(=1) =0

i) Provare che se il problema ha una soluzione y € C?([—1, 1]) allora questa &
unica. In particolare ¢ pari: y(x) = y(—x).
ii) Provare che ogni soluzione y del problema verifica |¢/(z)| < 1 per ogni x €
[—1,1].
iii) Calcolare la soluzione y = y. € C*([—1,1]) del problema.
iv) Calcolare il limite z(x) = liﬁ)l ye ().

EsERrcIZIO 7.11.43. Siano n > 3 e A > 0. Dimostrare che la funzione

n—2

o= ()

¢ I'unica soluzione del Problema di Cauchy

&)+ 2L () = —n(n - (¥, >0,
p(0) = A"
¢'(0) = 0.

ESERCIZIO 7.11.44. Sia ¢ € C?(0,00) con ¢ > 0 una soluzione dell’equazione
-1 n
() @' (r) + =@l (r) = —n(n = 2)p(r) 7 >0,
r

e sia ¢ € C%(R) la funzione definita da o(r) = r°z" (= logr). Tale sostituzione si
chiama sostituzione di Fowler-Emder.
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i) Provare che esiste una costante C' € R tale che
1

(4 V0P = =22 (o2 - o0H) 40 tek

ii) Assumendo ¢ limitata vicino r = 0, provare che deve essere C' = 0.
iii) Sia ¢ € C?([0,00)), ¢ > 0, una soluzione di (x) e sia ) € C*(0, o) la funzione

2—n

definita da ¢(r) = (rd(r)) "z . Usando (xx) con C' = 0, provare che 9 risolve
I’equazione di Eulero

r29" 4 — 9 =0,
e quindi determinare .
11.3. Analisi qualitativa.
Esercizio 7.11.45. Dato a € R, sia y, la soluzione del problema di Cauchy

y = zsiny

y(0) = a.
Tramite analisi qualitativa (ovvero: senza calcolare esplicitamente le soluzioni) dimo-
strare che si ha esistenza e unicita globali delle soluzioni e studiarne la monotonia.
Studiare eventuali proprieta di simmetria delle soluzioni e dimostrare che y_, = —yq,

Yotorm = 2 + Yo, Yatm = 21 — Yr—a-
ESERCIZIO 7.11.46. Si consideri il Problema di Cauchy
{ y =2y -y
y(0) = o

Tramite analisi qualitativa (ovvero: senza calcolare esplicitamente le soluzioni) stabi-
lire per quali « le soluzioni sono definite globalmente in R.

EsERcIzIO 7.11.47. Si consideri il Problema di Cauchy
y =y—a’
y(0) =a e R
Tramite analisi qualitativa (ovvero: senza calcolare esplicitamente le soluzioni) stu-
diare la monotonia delle soluzioni, in particolare di quella associata al dato iniziale

a = 0. Stabilire se le soluzioni sono definite globalmente o se ve ne sono invece che
“scoppiano” in tempo finito.

EsERrcCIzIO 7.11.48. Si consideri il Problema di Cauchy

{y’: V1+y?—a?

y(0) =a e R.
Stabilire se le soluzioni sono definite globalmente oppure no.

EsERcizIO 7.11.49. x Si consideri il Problema di Cauchy

;o 1
—x—l-y
y(0) = 1,

dove y e la funzione incognita ed x e la sua variabile.
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1) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale, che ¢ crescente e con-
cava. Trattegiarne il grafico.
2) Sia (a,b) C R l'intervallo di definizione della soluzione massimale. Provare
che b =00 e che a > —1/2.
3) Calcolare il limite
lim M
T—00 lOg x
4) Calcolare il valore di a.

EsErcizio 7.11.50. Si consideri il Problema di Cauchy

;o 1
Y o2 —a241
y(0) = 1.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale y € C'(—¢,d) per

qualche § > 0;

ii) Provare che la soluzione & una funzione crescente;

iii) Sia (a,b) C R l'intervallo di esistenza della soluzione massimale. Provare che
b= o0

iv) Provare che y(x) > x per ogni x € (a,b);

v) Provare che

lim y(z) —z = 0.

T—00
EseRrcizio 7.11.51. % Si consideri il Problema di Cauchy
{ y/ — y2 + 1,2 _ 1
y(0) =0,
dove y e la funzione incognita ed x e la sua variabile.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale.

ii) Discutere eventuali simmetrie.

iii) Studiare qualitativamente la monotonia delle soluzione .

iv) Sia (—=b,b) C R, con 0 < b < oo, 'intervallo di definizione della soluzione

massimale. Provare che b < oo e che b > 4/3/2.
EsERcizio 7.11.52. x Si consideri il Problema di Cauchy

{ y=lyl+=
y(0) =0,
dove y e la funzione incognita ed x e la sua variabile.

1) Provare che esiste un’unica soluzione y € C1(R) del problema e studiarne la
monotonia.
2) Calcolare la soluzione.

EseRrcizio 7.11.53. % Si consideri il Problema di Cauchy

(4 sty
y(0) = 0.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione definita su tutto (—oo, 00).
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ii) Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale y' = sin(y + x)
della forma y = mx 4+ ¢ con m, q € R.

iii) Studiare la monotonia della soluzione del Problema di Cauchy e disegnarne
un grafico qualitativo.

iv) Calcolare eventuali asintoti della soluzione.

ESERCIZIO 7.11.54. % Dimostrare che esiste un’unica soluzione y € C*(R) del

Problema di Cauchy
y' = sin (E)
Y

y(0) = 1.
Provare che y e pari e che

lim y(z) = oo.
T—00

EsErcizio 7.11.55. Si consideri il Problema di Cauchy
{ v == D(y* +a%)
y(O) = Yo,
dove 4y € R ¢ un parametro reale.

i) Dimostrare che il problema ha un’unica soluzione massimale;
ii) Provare che per yo = 0 si ha y(z) = —23/3 + O(x®) per z — 0;
iii) Provare che per |yo| < 1 la soluzione ¢ definita su tutto R;

iv) Provare che per gy > 1 la soluzione non ¢ definita su tutto R.

EsERci1zIO 7.11.56. x Calcolare tutti gli @ € R tali che la soluzione del Problema
di Cauchy
{ Y=y —2y+a
y(0) =0
sia definita su tutto R.

EsERciIzIO 7.11.57. x Dimostrare che la soluzione del Problema di Cauchy
{ Y =—(z+ 1)y +x
y(=1) =1
¢ definita su tutto R.

ESERCIZIO 7.11.58. x Si consideri il Problema di Cauchy

11

y=-—--
Yy

y(1) = 1.
i) Provare che il problema ha una soluzione unica definita sull’intervallo (0, c0).
ii) Disegnare un grafico qualitativo della soluzione.

EsErcizio 7.11.59. Per y, € R sia y la soluzione massimale del Problema di
Cauchy

y(0) = wo.
i) Mostrare che il problema ha un’unica soluzione definita su tutto R;

{ Yy = xsiny
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ii) Provare che il seguente limite esiste

A= lim y(z),

T—00

e calcolarlo in funzione di .
iii) Mostrare che per ogni n € N si ha y(z) = XA + o(1/2"™) per x — 0o, ovvero

lim 2" (y(x) — A) = 0.

T—00

EseErcizio 7.11.60. Dato un numero reale yo # 0, si consideri il Problema di
Cauchy

' 1
y = x2+y2
y(0) = vo.

Dimostrare che:

i) Le soluzioni sono globalmente definite su R;
i) Tlimiti L~ = lim y(z)e LT = lir}ra y(x) esistono finiti;
T——00 T—r+00

iii) Stimare L™ ed L~ in relazione a yq.
EsERrcizio 7.11.61. Si consideri il Problema di Cauchy

{y’z y?+a?+1
y(0) = 0.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale y € C'(—6,5) per
qualche 6 > 0;
ii) Provare che la soluzione & una funzione dispari: y(—z) = —y(x) per ogni x;
iii) Provare che la soluzione ¢ convessa per z > 0;
iv) Provare che la soluzione & definita per ogni x € R (usare il Teorema di
esistenza globale non ancora dimostrato in classe);
v) Provare che y(x) > sinh(z) per ogni x > 0.

ESsERciIzIO 7.11.62. % Si consideri il Problema di Cauchy

{ y =log(y) —x
y(1) =e.

i) Provare che il problema ha un’unica soluzione locale y € C'(1 — 6,1+ ) per
qualche 6 > 0.
ii) Studiare la monotonia della soluzione.
iii) Sia (a,b) l'intervallo di definizione della soluzione massimale. Provare che
a = —o0 e che b < oo.
iv) Studiare la convessita della soluzione.

EsErcIzIO 7.11.63. Siano s,c¢ le soluzioni dei problemi di Cauchy del secondo
ordine

S” = —S8 C” = —C
s(0)=0 c(0)=1
s'(0)=1 d(0) =0.

In questo esercizio e vietato utilizzare le funzioni sin, cos e le loro proprieta.
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i) Dimostrare che le soluzioni s, ¢ sono uniche e definite globalmente in tutto
R.

ii) Dimostrare che s’ = ¢, ¢ = —s, s> +c? = 1.

iii) Dimostrare che s ¢ dispari e ¢ ¢ pari. Dimostrare che s(2x) = 2s(z)c(x) e
che sin(z + a) = s(z)c(a) + c¢(z)s(a) per ogni z,a € R.

iv) Tramite uno studio di monotonia e concavita/convessita della funzione ¢
dimostrare che ¢ ben definito il numero 7 := 2min{z > 0 : ¢(z) = 0}.

v) Si dimostri che s e ¢ sono periodiche di periodo 2.

EsERcizIO 7.11.64. Per a € R fissato si consideri il Problema di Cauchy

y'=yy +x
y(0) =0
y'(0) =a

e se ne effettui un’analisi qualitativa, dimostrando in particolare che le soluzioni sono
dispari e che non sono definite globalmente. Se ne studino inoltre le proprieta di
monotonia. Suggerimento: yy’ + x € la derivata di “qualcosa’.

11.4. Sistemi e flussi.

ESERCIZIO 7.11.65. Trovare tutte le soluzioni del sistema
{ y =3y — 4z

ESERCIZIO 7.11.66. * Sia f € C*(R) una funzione tale che f(1) = 0 e sia 0 <
2o < 1 un numero reale. Provare che il Problema di Cauchy
v = af(@+ )~y
v =yf(@*+y*) +a
x(0) = xg
y(0) =0

ha un’unica soluzione che ¢ definita su tutto R.

ESERcCIZIO 7.11.67. Sia A la matrice 2 x 2

0 1
(00
Calcolare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali ¢y = Ay.

EsERrcizio 7.11.68. Per 0 < T < oo ai consideri lo spazio vettoriale X = {b €
C([0,T);R") : b & limitata} munito della norma

1blloc = sup [b(x)].

z€[0,T)
Siano A € M, (R) e yo € R", e si consideri il Problema di Cauchy
{ Yy =Ay+b in[0,7T)
y(0) = yo.

Si definisca T : X — C([0,T);R"™) ponendo F(b) = y se y € C([0,T);R") ¢ la
soluzione del Problema di Cauchy con dato b.
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i) Dimostrare che per ogni 0 < T' < oo esiste una costante 0 < Cp < oo tale

che
(%) [ (1) = F(b)]|oe < Cr[br — b0

per ogni by, by € X;
ii) Dimostrare che la stima di continuita (x) vale anche nel caso T' = 0o, a patto
che gli autovalori della matrice A + A! siano strettamente positivi.

ESERCIZIO 7.11.69. x Sia f € C*(R") una funzione tale che:

a) Gli insiemi {z € R : f(z) < A} sono compatti per ogni A € R.
b) Vf(xz) =0 se e solo se z = 0.

Si consideri il Problema di Cauchy
{ ¥(t) ==V i), t=0,
7(0) = =,

dove xy € R™. Dimostrare che:

i) 11 problema ha un’unica soluzione v,, € C?([0,00));

i) Tim (1) = 0

iii) Nel caso f(x) = |z|*/2, calcolare il flusso ® : [0,00) x R" — R", ®(t,xq) =

Yao (t).
11.5. Equazioni alle derivate parziali.

ESERcIZIO 7.11.70. % Sia ¢ € C*(R) una funzione assegnata. Calcolare la solu-
zione u € C'(R?) del Problema di Cauchy

ou  Ou
P E in R2
Ox * Ay o

u(z,0) = p(x), xeR.
EsERcIzIO 7.11.71. x Sia ¢ € C'(R) una funzione assegnata. Calcolare la solu-
zione u € C'(R?) del Problema di Cauchy
ou ou

ESERCIZIO 7.11.72. % Sia ¢ € C*(R) una funzione assegnata. Calcolare la solu-
zione u € C1(R x R™) del problema di Cauchy

x@ + @ =
ox y(‘?y B
u(z,1) = p(x), zeR.

2u, y>0

ESERCIZIO 7.11.73. Verificare che la funzione u € C*°(R" x (0,00)), n > 1,

1 ||

U(l’,t) = Wefﬁ, reR"t>0,
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verifica |’equazione del calore
ou(z,t)
ot

dove A =>"" | 88—; e loperatore di Laplace.

= Au(z,t), z€R" t>0,



CAPITOLO 8

Teoremi di invertibilita locale e della funzione implicita

1. Teorema di invertibilita locale

Sia A € M,(R) una matrice reale n x n e consideriamo la funzione lineare f :
R™ - R", f(xz) = Az con x € R". 1l sistema di equazioni lineari

(8.1.90) flz)=b

ha soluzione unica per ogni b € R™ se e solo se det(A) # 0. In altri termini, f &
iniettiva e suriettiva se e solo se det(A) # 0. Vogliamo generalizzare questi risultati
di risolubilita a sistemi di equazioni dove f : R — R" ¢ una funzione non
lineare.

Dobbiamo preliminarmente introdurre i concetti di diffeomorfismo e di diffeomor-
fismo locale.

DEFINIZIONE 8.1.1 (Diffeomorfismo). Sia A C R™ un aperto. Una funzione f €
CHA;R™), 1 < k < o0, si dice diffeomorfismo di classe C* se:
i) f: A— f(A) C R” ¢ iniettiva (e suriettiva);
ii) f(A) C R™ & un insieme aperto;
iii) La funzione inversa verifica f~! € C*(f(A); A).

Quando k£ = 0 la definizione di diffeomorfismo si riduce a quella di omeomorfismo.
Siano A e B due spazi topologici. Una funzione f : A — B si dice omeomorfismo se f
¢ iniettiva e suriettiva, ed inoltre sia f che f~! sono continue. In questo caso (ovvero
se f & 1-1 e su), dire che f~! sia continua equivale a dire che f trasforma aperti in
aperti.

DEFINIZIONE 8.1.2 (Diffeomorfismo locale). Sia A C R" un aperto. Una funzione
f e CFA;R™), 1 <k < oo, si dice un diffeomorsifmo locale di classe C* se:

i) f € aperta, e cioe trasforma insiemi aperti in aperti.
ii) Per ogni punto € A esiste un § > 0 tale che f : Bs(x) — R™ ¢ iniettiva e
la funzione inversa verifica f=* € C*(f(Bs(z)); R™).

In particolare, se f & un diffeomorfismo locale allora f(A) C R™ ¢ aperto.

TEOREMA 8.1.3 (Invertibilita locale). Sia A C R™ un insieme aperto e sia f €
CH(A;R™), 1 < k < co. Sono equivalenti le seguenti affermazioni:

A) f & un diffeomorfismo locale di classe C*;
B) det(J¢(zo)) # 0 in ogni punto zy € A, dove J; ¢ la matrice Jacobiana di f.

EseEMPIO 8.1.4. Si consideri il seguente sistema di due equazioni nelle incognite
r,y eR

(8.1.91) { r+ysinx = by

2%y + siny = by,
155
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dove b = (b1, b2) € R? & un dato assegnato.

Certamente, quando b = 0 il sistema ha almeno la soluzione nulla z = y = 0.
Proviamo il seguente fatto: esistono due numeri € > 0 e 6 > 0 tali che per ogni
b € B.(0) esiste un’unica soluzione (z,y) € Bs(0) del sistema.

Sia f : R? — R? la funzione f(x,y) = (x + ysinz, 2%y + siny). Risulta f €
C>(R?;R?). La matrice Jacobiana di f ¢

syt = (

Nel punto (z,y) = (0,0) = 0 si ha det J¢(0) = 1 e per continuita si deduce l'esistenza
di un § > 0 tale che det Js(z,y) > 0 per ogni (z,y) € Bs(0). Dunque, f ¢ un
diffeomorfismo locale di classe C* su Bs(0). Per il Teorema di invertibilita locale,
pur di prendere 6 > 0 ancora piu piccolo, f ¢ anche aperta ed iniettiva su Bs(0).
Dunque l'insieme f(Bs(0)) C R? & aperto e siccome 0 = f(0) € f(Bs(0)) allora esiste
e > 0 tale che B.(0) C f(B;s(0)).

Se b € B.(0) allora esiste (z,y) € Bs(0) tale che f(z,y) = b e per I'iniettivita di
f il punto (z,y) ¢ unico in Bs(0).

1+ycosx sinx
22y 2% +cosy /-

Esempio 8.1.5. Sia f : R — R la funzione

_ [ z+2a®sin(1/z), z#0,
flo) = { 0 r=0.
Affermiamo che:
i) f & derivabile in tutti i punti ed in particolare f'(0) = 1;
ii) f non ¢ iniettiva in alcun intorno di z = 0.
In effetti, f non ¢ di classe C*(R) perche f’ non ¢ continua. Le ipotesi del Teorema
di invertibilita locale non sono verificate.
Dalla definizione si calcola immediatamente f’(0) = 1 e inoltre per x # 0
f'(x) =14 2zsin(1/x) — cos(1/x).

Il limite di f’'(x) per x — 0 non esiste. Nei punti

T — kEZ,k%O,

2kn
si ha f'(zx) =0 ed f(xr) = zg. Per x # 0 la derivata seconda di f &

f"(z) = 2sin(1/x) — %cos(l/a:) — %sin(l/x},

e quindi per k£ > 0 si ha

2
f”(l’k) =——<0.
Tk
I punti x5 sono punti di massimo locale stretto e z, — 0 per £ — oco. Quindi f non

¢ iniettiva in alcun intorno di z = 0.

Dim. (Dimostrazione del Teorema [8.1.3) A)=-B). Fissiamo xzy € A e sia § > 0
tale che f € C*(Bs(zo); R") sia un diffeomorfismo di classe C*. Indichiamo con f~1 :
f(Bs(xo)) — Bs(zo) la funzione inversa. Allora per ogni x € Bj(xg) si ha f~1(f(z)) =
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x = I,(z), dove I, & la matrice identita n x n. Dal teorema sul differenziale della
funzione composta si ha

Jf—l(f(l‘))]f(l’) =1, =x¢€ Bg(l‘o).
Dal teorema sui determinanti si ottiene allora
1 =det(I,) = det (Jy—1(f(x))Js(x)) = det (Jp-1(f(x))) det(J¢(z)).
Questo implica che det(Js(x)) # 0 per ogni x € Bs(xg) e in particolare per x = xy.

B)=-A). Supponiamo che sia det(J¢(z)) # 0 in ogni punto x € A. Siano z, € A
ed € > 0 piccolo a piacere tale che B.(xy) C A. Proveremo che

(8.1.92) esiste 0 > 0 tale che Bs(f(zo)) C f(B(z0)).

Da questo segue che f trasforma punti interni in punti interni e quindi aperti in
aperti. L’affermazione puo essere riscritta nel seguente modo:
(8.1.93)

esiste 6 > 0 t.c. per ogni y € B;s(f(xo)) esiste @ € B.(xy) tale che f(x) =y.

Fissiamo dunque y € Bs(f(xp)) con § > 0 da determinare e cerchiamo un punto
x € B:(xo) tale che f(z) =y. Sia T = df (zo) € Z(R™;R") il differenziale di f in zg
e osserviamo che det(7") = det(J¢(zo)) # 0. Dunque esiste 'operatore lineare inverso
Tt € Z(R™;R"). Definiamo la funzione K della variabile x

(8.1.94) K@)=z—-Tf(z) —y).

Vogliamo provare che K : B.(zy) — B.(zo) ¢ una contrazione rispetto alla distanza
standard.

Siccome B.(rq) & completo con la distanza ereditata da R", dal Teorema di punto
fisso di Banach segue che esiste un (unico) punto z € B.(zo) tale che = K(x). Ma
allora

r=K(@)=ov-T"'(f(x)~y) & 0=T""f(x)-y) & [fl&)-y=0,
e quindi f(z) = y. Questo prova l'affermazione (8.1.93).

Dobbiamo mostrare che:
i) K ¢ ben definita, e cioe trasforma B.(zg) in se stesso;
ii) K ¢ una contrazione.

Per provare che K & ben definita conviene introdurre la funzione ausiliaria g(z) =
x —T7(f(z)). Osserviamo che dg(xg) = I, — T df (xg) = 0, ovvero, per l'identifi-
cazione di differenziale e matrice Jacobiana,

dgi(xo)

8.1.95 ———= =0, 4,57=1,...,n.
( ) o, j
Siccome g ¢ di classe C' (in quanto lo ¢ f), pur di prendere un ¢ > 0 piu piccolo, si
puo per continuita supporre che

(8.1.96) |dg(x)|| < = per ogni xz € B.(x).

N | =
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Questa affermazione puo essere provata partendo dalla disuguaglianza (Teorema sulle

norme equivalenti)
gty < (32 (22BN
j

,)=
con C' > 0 costante assoluta. Dalla (8.1.95]) e dalla continuita delle derivata parziali

di g segue la (8.1.96|). E in questo punto che si usa la regolarita almeno C! di f.
Sia ora x € B.(zg). Allora abbiamo

|K () = x| = o =T (f(2) = y) — x| = |2 =T (f(2)) + T~} (y) — ol
=lg(z) = g(w0) + T (y — f(20))| < lg() = g(wo)| + |77 (f(x0) = v)I.
Per il Corollario del Teorema del valor medio esiste z € [xg, 2| tale che

|9(x) = g(xo)| < ||dg(2)|l|x — x|,

e quindi
_ 1 _
K () = ol < |ldg(2)lle = zol + ITHIIf (w0) =yl < 5+ T
In definitiva, affinche K sia ben definita ¢ sufficiente scegliere 6 < m
Proviamo ora che K ¢ una contrazione. Per ogni x,Z € B.(x¢) si ha come sopra

K () = K@) =z =T (f(2) —y) = (@ =T (f(2) =)l
=z =T (f(2) — (@ =T (f(2))| = lg(z) — 9(z)| < %|x — 1,

Dunque K ¢ una contrazione con fattore contrattivo 1/2.

Prossimo obiettivo e di provare che esiste una costante M > 0 tale che per ogni
x,T € B.(xp) si ha
(8.1.97) [f(z) = f(2)] = M|z — zI.
Tale maggiorazione implica in particolare che f ¢ iniettiva e che f~! & continua.
Precisamente f~! verifica

(81.99) 7 )~ £ @) < oy — a1
La verifica di (8.1.97)) si riconduce nuovamente alle proprieta di g:
|z — 3| = [g(2) + T (f(2)) — (9(2) + T~ (f(2)))|
<lg(@) = g@)| + 1T If (=) — f(2)]
< gle =2+ 1T/ @) - F@),
e quindi |f(z) — f(Z)| > M|x — Z| con M = m
Rimane da provare che la funzione inversa f=1 : f(B.(z9)) — B.(zo) ¢ di classe

C*. Proviamo che f~! ¢ differenziabile con derivate parziali continue. Per ipotesi si
ha

f(x) = f(xo) +df (o) (2 — 20) + Eyy (),

lim L@
T A

dove
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Invertendo 'identita precedente con y = f(x) ed yo = f(x) si ottiene
) = F7 (o) = df (20) ™ (y — yo — Euy(2))
= df (o) " (y — yo) — df (z0) " (Ep-1000) (/' (¥))).
Dalla stima (8.1.97)) si deduce che
B (W) B, (x) . |z — 20| En(2)
lim = lim —————~—— = lim " = 0.
v=owo |y — ol a0 [f(x) — fzo)|  a=eo [f(z) = flzo)] |2 — o]

Questo prova che f~! & differenziabile nel punto 1, con differenziale

df~*(yo) = df (x0) ™"

Poiche il differenziale puo essere rappresentato come la matrice Jacobiana delle deriva-
te parziali, I'ultima identita pud essere riformulata dicendo che Jf~(yo) = J f(zo) ™"
Dal Teorema sulla matrice inversa deduciamo che le entrate di Jf~!(yo) sono funzioni
che dipendono in modo continuo da yy. Lo stesso argomento prova che f~! ¢ di classe
C*. O

Il teorema di invertibilita locale ha una naturale riformulazione nell’ambito degli
spazi di Banach.

TEOREMA 8.1.6. Siano X ed Y due spazi di Banach, sia A C X un insieme aperto
esia f: X — Y una funzione di classe C'(A) (ovvero f ¢ differenziabile in tutti i
punti di A e la funzione A 3 z — df(z) € Z(X,Y) ¢ continua). Supponiamo inoltre
che, per ogni © € A, df(x) sia un’applicazione lineare limitata e invertibile. Allora
per ogni xy € A esiste § > 0 tale che f(Bs(z)) C Y e un aperto, f & invertibile su
Bs(xo) ed f~1 € CU(f(Bs(x0)); Bs(wo)).

La dimostrazione del teorema ¢ identica a quella in R”.

OSSERVAZIONE 8.1.7 (Invertibilita globale). Supponiamo che f : R” — R” sia un
diffeomorfismo locale (ad esempio di classe C). In particolare, f ¢ localmente inverti-
bile. Ci si puo domandare sotto quali ipotesi ulteriori su f, la funzione f e globalmente
invertibile. Teoremi di questo tipo si dicono teoremi di inversione globale. Si veda sul
tema il Capitolo 3 di Ambrosetti-Prodi, A Primer of Nonlinear Analysis, Cambridge.
Un esempio di teorema di inversione globale ¢ contenuto nell’Esercizio [8.3.10

In effetti non ¢ difficile esibire esempi di funzioni f € C'(R";R") non invertibili
globalmente e tali che det Jg(x) # 0 per ogni x € R™. Si consideri ad esempio la
funzione f € C*°(R?; R?) definita da

f(z,y) := (" cosy, €” siny).
Tale funzione (che altro non e che I'esponenziale complesso C 5 z +— ¢* € C) verifica

det J;(z,y) = €* > 0 e tuttavia non puo essere invertibile (se non localmente) in
quanto non iniettiva: f(z,y) = f(z,y + 27).

2. Teorema sulla funzione implicita

2.1. Premessa. Sia f : R? — R una funzione e consideriamo I’equazione f(z,y) =
0 nelle variabili x,y € R. Ci domandiamo quando tale equazione definisca im-
plicitamente una funzione y = ¢(x) oppure una funzione z = (y), anche solo
localmente.
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Consideriamo l'esempio f(z,y) = 2*> + y> — 1 = 0 ed analizziamo l'insieme (la

circonferenza)
M = {(z,y) €R*: f(z,y) = 0}.

Le derivate parziali di f sono f, = 2z ed f, = 2y. Dunque, su M si ha |V f(z,y)| =
2 # 0. In particolare, nel “polo nord” N = (0,1) si ha f, =0 ed f, =2 # 0, mentre
nel “polo est” £ =(1,0)siha f, =2#0ed f, =0.

La semicirconferenza centrata nel polo nord N e I'y-grafico della funzione ¢ €
C>(=1,1), p(z) = V1 —2?,

Mn{y >0} ={(z,¢(x) eR*:z € (-1,1)}.

La variabile y si esplicita in funzione della variabile zx.
Viceversa, la semicirconferenza centrata nel polo est F e I’z-grafico della funzione

w € OOO(_lv 1)a ¢(y) =V 11— y2’
Mn{z >0} ={(¥@),y) eR*:ye (~-1,1)}.
La variabile x si esplicita come funzione della variabile y.

2.2. Argomento euristico. Sia f € C'(R?) una funzione tale che f(0,0) = 0
ed f,(0,0) > 0. Allora:

— Per continuita delle derivate prime, esistono 6 > 0 ed > 0 tali che f,(z,y) >
0 per (z,y) € [=4,0] x [-n x n].

— Siccome y — f(0,y) e strettamente crescente ed f(0,0) = 0, avremo f(0, —n) <
0ed f(0,m) > 0.

— Per continuita di f, a meno di scegliere 6 > 0 ancora piu piccolo, avremo
f(z,—n) < 0ed f(z,n) > 0 per ogni z € [—J,d].

— Per il Teorema degli zeri, per ogni x € [—§, 4] esiste un punto y = ¢(x) €
[—n,n] tale che f(x,p(z)) = 0. Per la stretta monotonia, questo punto &
unico. Dunque, il grafico della funzione = +— () descrive I'insieme degli
zeri di f.

2.3. Teorema di Dini. Siano p,q € N numeri interi tali che p,q > 1. Scom-
poniamo R” = RP x R con n = p + q. Indichiamo con z € RP la variabile di R?
e con y € RY la variabile di R?. Data una funzione derivabile f : R? x R? — RY,

f=(f1,-.., f,), definiamo le matrici Jacobiane parziali
on o
T |
3_x: : : , matrice ¢ X p,
9y 9y
81’1 o 8@,
e analogamente
on o
of _| o o |
8_: : : , Imaftrice q X q.
Y af, f,

8y1 ayq
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TEOREMA 8.2.1 (del Dini). Siano A C R? x R? un insieme aperto, (zg, o) € A e
sia f € CF(A;R?), k > 1, una funzione che verifica

f(xo,50) =0 e det <%2’y0)> # 0.

Allora esistono due numeri 7,§ > 0 ed esiste una funzione ¢ € C*(Bs(xo); B,(v0))
tali che:

i) Bs(zo) x By(yo) C A;
i) {(z,9(x)) € R" : x € By(z0) } = {(x,y) € Bs(w0) x By(wo) : f(w,y) = 0};
iii) La funzione ¢ verifica
() ___<0fCa¢%w»)—15f@sz®)
Ox oy Ox ’
dove Op/0z indica la matrice Jacobiana di ¢ e a destra si intende un prodotto di
matrici.

x € Bs(xo),

DiM. Definiamo la funzione F': A — RP x RY

F(z,y) = (z, f(z,y)), (x,y) € A
Siccome f € C*(A;RY), risulta F' € C*(A;R™). Inoltre si ha F(xg,y0) = (70,0) . La
matrice Jacobiana di F' ¢

I, 0
JF(% y) = 3f($, y) af(x,y) , Matrice n X n.
Ox dy

e dunque nel punto (zg,yo) € A si ha

df (o, vo)
o) o

Per il teorema di invertibilita locale esiste > 0 tale che la funzione F' € C*(B,(z¢) x
B, (y0); R™) & un diffeomorfismo di classe C* sull'immagine. In particolare, 'insieme
B = F(B,(x9) x By(yo)) € aperto e (zo,0) = F(x9,y0) € B. Dunque esiste § > 0
tale che Bs(zg) x Bs(0) C B. Indichiamo con G : B — A la funzione inversa di F,
G = F~! € C¥(B; A), e indichiamo con G; : B — R? e Gy : B — R? le componenti
di G in R? ed RY.

Essendo F' o G l'identita, risulta Gy (z,y) =z e y = f(z,G2(z,y)). Infatti si ha

(.Z',y) = F<G($vy)) = F(G1($5y>7G2($7y)> = (G1($,y),f(G1<.T,y),G2(£L’,y)).

Nelle coordinate (z,y), il luogo di zeri di f ¢ dato dall’equazione y = 0. Questo
suggerisce la definizione

det(Jr (20, y0)) = det (

o(x) = Gy(z,0), x € Bs(x).

Risulta ¢ € C*(Bs(z0); B,(y0)). Proviamo 1'uguaglianza insiemistica ii).
Per ogni = € Bs(x) si ha

[z, 0(x)) = [z, Gy(x,0)) =0,

e quindi (z,¢(z)) € {(z,y) € Bs(xo) x By(yo) : f(z,y) = 0}. Questo prova
I'inclusione “C”.
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Proviamo l'inclusione opposta. Siano z € Bs(xg) e y € B, (o) tali che f(z,y) = 0.
Allora, essendo G o F' I'identita, si ha

(z,y) = G(F(x,y)) = G(z, f(z,y)) = G(x,0) = (2, Ga2(x,0)) = (z, (),

da cui si deduce che y = ¢(x), e quindi (z,y) € gr(y).
Per provare I'affermazione iii), si deriva rispetto ad = l'identita f(z,¢(x)) = 0,
x € Bs(xg), per ottenere

0f (2, 0(x)) | 0f(z, (x)) Op(2)
or dy ox

Riordinando e invertendo si ottiene la tesi. O

(8.2.99) — 0.

OSSERVAZIONE 8.2.2. Se f & almeno di classe C?, I'identita (8.2.99) puo essere

uteriormente derivata, ottenendo formule per le derivate seconde di .

ESEMPIO 8.2.3. Si consideri la funzione f : R* - R

y(z? —y?)
fla,y) =S "2 142 (z,y) # (0,0),

0 (,y) = (0,0).

i) La funzione f ¢ continua ed ha derivate parziali in tutti i punti. In particolare
si ha
af(0,0
£(0,0) 40,
dy

Inoltre, f(0,0) = 0.

ii) L'insieme {(z,y) € (=6,6) x (—n,n) : f(z,y) = 0} non & un grafico di
funzione per alcun 4,7 > 0.

iii) Tutte le ipotesi del Teorema di Dini sono verificate tranne una. La funzione
f non & di classe C*.

3. Esercizi
ESERCIZIO 8.3.1. * Sia f : R? — R? la funzione
flz,y) = (&% = y*, 22y).

i) Determinare il pitt grande aperto A C R? tale che f sia un diffeomorfismo
locale di classe C'*° su A.
ii) Stabilire se f ¢ un diffeomorfismo su A;
iii) Dare esempi di insiemi aperti B C A massimali su cui f & un diffeomorfismo.

ESERCIZIO 8.3.2. x Siano A = {(z,y) eR?*: 1+ x+y>0}ed f: A= R
fz,y) =log(l+x+y) — e + 1.

1) Provare che I'equazione f = 0 definisce implicitamente intorno a 0 € R? una
funzione ¢ definita in un intervallo (-4, ) per qualche § > 0.

2) Esprimere ¢ in funzione di ¢ e calcolare poi ¢'(0).

3) Calcolare ¢"(0).
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EsERcIzio 8.3.3. Sia f € C'(R";R") una funzione tale che det(Jf(z)) # 0 per
ogni x € R™. Provare che per ogni y € R" I'insieme

Ty ={z eR": f(a) =y}
ha cardinalita al pit numerabile.

EsErcI1zio 8.3.4. Determinare tutti i valori del parametro A € R tali che la
funzione f : R? — R2

f(z,y) = (z+ Ay, y — (A + 1)z?)

sia un diffeomorfismo. Calcolare in questi casi la funzione inversa.

EsErcizio 8.3.5. Discutere l'esistenza di soluzioni z,y, 2z, w € R in un intorno di
0 € R* del sistema non lineare di equazioni

e* TV 4 xy + zwedtF =1
y + sin(zyz) + cos(rzw) = 1.

EsERci1z1o 8.3.6. Discutere l'esistenza di soluzioni z,y,z € R per il sistema di
equazioni
r+ e +yzsin(z) =1
ze® + sin(xyz) + y*x = 0.

ESERCIZIO 8.3.7. Sia f : R3> — R la funzione f(z,y,2) = ze™ + xye® + zyz.

i) Provare che 'equazione f(z,y, z) = 0 definisce intorno a 0 una funzione ¢ di
classe C* che esplicita una variabile in funzione delle altre due.
ii) Calcolare il gradiente di ¢ in 0 € R2.
iii) Provare che ¢ ha in 0 € R? un punto di sella.

EsErcizio 8.3.8. x Sia g € C(R) una funzione continua fissata. Provare che
I’equazione funzionale

(14 2*)p(x) + zsin (gp(w)) =g(x), z€eR,

ha un’unica soluzione continua ¢ € C(R). Assumendo che g € C*(R), provare che
p € CHR).

ESERCIZIO 8.3.9 (Teorema della mappa aperta). Sia A C R™ un insieme aperto e
sia f € CY(A;R™) con 1 < m < n. Supponiamo che sia rango(J¢(x)) = m per ogni
x € A. Provare che f e aperta, ovvero che trasforma insiemi aperti in aperti.

EsErcizio 8.3.10 (Un teorema di invertibilita globale). Sia L € Z(R"; R") fissa-
ta. Dimostrare che esiste € = (L) > 0 con la seguente proprieta: se f € C*(R"; R™)
verifica

VzeR" |ldf (x) — L|| <,
allora f ¢ un diffeomorfismo (globale) di classe C* di R™ in sé.

EsErcizio 8.3.11 (Folium di Cartesio). Si consideri la funzione f : R? — R
definita da f(z,y) := 2 + y> — 3zy e stabilire se, e in quali punti, il suo luogo di zeri
e localmente descritto da una funzione implicita della variabile x e/o della variabile
y. Studiare inoltre le proprieta di concavita/convessita della funzione implicita in un
intorno del punto (2/3,2%/3).
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ESERCIZIO 8.3.12. Si consideri la funzione f : R? — R definita da f(x,y) :=
22920 — 3 + 2y? — 1; discutere Desistenza di una funzione implicita che parame-
trizzi il suo luogo di zeri in un intorno del punto (1,0) e studiarne le proprieta di
concavita/convessita.

ESERCIZIO 8.3.13. Analizzare il luogo di zeri di f(z,y) = sin® x + 4 cos Ty in un
intorno di (0, 0).

EsERCIZIO 8.3.14 (Lemniscata di Bernoulli). Si consideri la funzione f : R* - R
definita da f(z,y) := (2% + y*)? + 2(y* — 2?) e stabilire quali sono i punti (z, %) del
suo luogo di zeri tali per cui esiste un intorno in cui il luogo di zeri di f e descritto
da una funzione implicita y = ¢(x) e ¢ assume massimo o minimo in Z.

ESERCIZIO 8.3.15. Stabilire se esiste una successione (z,,y,) di punti del piano
tale che
Tp + %ZE% + yi = %
Tn — Yn + sin(22,y,) =0
(Im yn) — (07 0)
ESERCIZIO 8.3.16. Si consideri la funzione f(x,y) := x + [ arctan¢'® dt.

i) Si dimostri che esiste una funzione implicita y = () che descrive il luogo
di zeri di f in un intorno di (0, 0).
ii) Calcolare lo sviluppo di Taylor di ordine 11 di ¢ in 2 = 0.
iii) Calcolare lo sviluppo di Taylor di ordine 31 di ¢ in 2 = 0.

ESERCIZIO 8.3.17. Si consideri la funzione f(z,y) := 22 —siny® + zy*> — 1 e si
dimostri che esiste una funzione implicita x = ¢(y) che descrive il luogo di zeri di f
in un intorno di (1,0). Calcolare lo sviluppo di Taylor di ordine 3 di ¢ in y = 0.

Esercizio 8.3.18. Sia T" > 0 e sia ¢ : R — R una funzione T-periodica di
classe C? strettamente positiva e tale che sia ¢’ che ¢” si annullano solo due volte
(ciascuna) in [0,7"). Si supponga per semplicita che min ¢ = ¢(0) e che max ¢ = ¢(a)
con 0 <a<T.

i) Si tracci un grafico approssimativo di .

ii) Si definiscano A := {(z,y) € R? : p(x) = ¢(y)} e A5 := A4 N[0, T)
Dimostrare che .4 ¢ [0, T)*periodico in R? e che 45 ¢ composto da due archi di
classe € che si intersecano ad angolo retto.

iii) Si consideri ora il Problema di Cauchy

N CON
e(y)
?J(O) = Yo

e si provi che per ogni 1 esiste un’unica soluzione, e che questa ¢ definita su tutto R.
Si provi inoltre che ogni soluzione e limitata su R.

iv) Si provi che la soluzione associata al dato iniziale yy = 0 non & periodica, ma
che esiste qualche valore di yo per il quale la corrispondente soluzione & periodica.

ESERcIZIO 8.3.19. Sia f : R* — R una funzione di classe C? tale che f(0,0) =0,
Vf(0,0) = (0,0) e det Hf(0,0) > 0. Cosa si puo dire del suo luogo di zeri in un
intorno di (0,0)?
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EsERcIzIO 8.3.20. Sia f: R* — R una funzione di classe C? tale che f(0,0) =0,
V£(0,0) =(0,0) e det H f(0,0) < 0. Detta @ la forma quadratica

Qz,y) = %fm(O, 0)z* + f4,,(0,0)zy + %fm(o, 0)y?

associata ad H f(0,0), per ogni € > 0 si consideri I'insieme (“c-cono”)

C.:={(z,y) € R* 1 |Q(z,y)| < e(2® +y*)}.
Si dimostri che esiste § = §(¢) > 0 tale che

{(z,y) € B((0,0),9) : f(z,y) =0} C C..
Si rifletta sulla seguente affermazione: se vy, v, € R? sono linearmente indipendenti e

tali che Q(v1) = Q(vq) = 0, allora in un opportuno intorno di (0, 0) il luogo di zeri di
f e costituito da due curve tangenti a v e v,.






CAPITOLO 9

Appendice: funzioni olomorfe e funzioni armoniche

1. Derivabilita in senso complesso ed equazioni di Cauchy-Riemann

DEFINIZIONE 9.1.1 (Derivata in senso complesso). Siano 2 C C aperto, f : Q2 — C
e 29 € §). La derivata in senso complesso di f in zy e definita da

ﬂw:Dﬂm:@?ﬂgggﬁ

qualora tale limite esista finito (in C).

Abbiamo I'identificazione canonica C = R? data da z = x+iy <— (z,y); pertanto
una funzione f : C — C si pud anche pensare come una funzione f : R?> — R2. Dette
u:=Rf e v:=Ff useremo dunque indifferentemente le seguenti possibili notazioni:

(9.1.100)  f(z) = f(z +1y) = f(z,y) = u(z +iy) + iv(z + iy) = (u(z,y),v(z,y)).

Coerentemente, le derivate parziali f,(20), f,(20) in un punto 25 € C = R? possono
essere interpretate sia come elementi di R? che come numeri complessi.

Come si puo facilmente indovinare, esiste una relazione tra derivabilita in senso
complesso di f : C — C e differenziabilita di f: R? — R2.

TEOREMA 9.1.2. La funzione f : 0 — C & derivabile in senso complesso in
20 = xo + iyo € N se e solo se f: Q C R? — R? ¢ differenziabile in (x¢, 1) e

(9.1.101) fy(20) = ifu(20) = if'(20)-
DiMm. Supponiamo che f sia derivabile in senso complesso in zg = xg + iyp; allora
F(2) = F(z0) + f(z0)(2 — 20) + 0(] — 2o])
= f(z0) + f'(20)((x — o) +i(y — y0)) + o]z — 20]).

Ponendo f’(z9) = a+ib e considerando u = Rf e v = & f come in ((9.1.100]), deduciamo
che

w(z,y) \ _ ( w(zo, %) a B —b _ B B
( v(z,y) ) - ( (0, Yo) o (z=a0)+ a (y—=30)+o(|(z =20,y —40)1).
che implica sia la differenziabilita di f in (xg, yo) che la (9.1.101)).

L’implicazione opposta si dimostra seguendo a ritroso i passaggi precedenti. [

OSSERVAZIONE 9.1.3 (Equazioni di Cauchy-Riemann). Riscrivendo la (9.1.101)
con le notazioni della dimostrazione del Teorema [9.1.2] si trova

(uy + 10y (z0.40) = 1(Uz + 1V2)|(20.90) = (—Va + 1Ua) |(0,0)-
167



168 9. APPENDICE: FUNZIONI OLOMORFE E FUNZIONI ARMONICHE

La derivabilita in senso complesso implica dunque la validita delle equazion: di Cauchy-
Riemann
(9.1.102) { o = Uy

Uy = —Uy.
Osserviamo in particolare che la matrice Jacobiana di f assume la forma di “rotazio-
ne+dilatazione” del piano complesso:

(9.1.103) Ji(z0) = ( ) b ) .

a

DEFINIZIONE 9.1.4 (Funzioni olomorfe). Sia © C C aperto; una funzione f : Q —
C si dice olomorfa in €2 se e derivabile in senso complesso in ogni punto di §2.

EsemP1o 9.1.5. Esempi di funzioni olomorfe in C sono forniti dai polinomi a
coefficienti complessi e dall’esponenziale complesso e*™¥ = e*(cosy + isiny). La
funzione 1/(z? — 1) ¢ olomorfa in C \ {1, —1}.

Il passaggio al coniugato z — Z non e una funzione olomorfa perché non verifica le
equazioni di Cauchy-Riemann. Il passaggio al coniugato corrisponde ad una simmetria
rispetto all’asse x.

OSSERVAZIONE 9.1.6. Supponiamo che f sia olomorfa in un aperto 2 C C. Utiliz-
zando nuovamente le notazioni della dimostrazione del Teorema [9.1.2] ed in partico-
lare la ([9.1.103)), osserviamo che det J;(z) = a® +b?. Il Teorema [8.1.3di invertibilita
locale garantisce dunque che, se f’ non si annulla mai in §2, allora f e localmente
invertibile in ogni zy € Q e

_ 1 a b
I (o) = U™ = s (% 1),
In particolare I'inversa locale f~! risulta olomorfa e
1
(w) = —r-—.
V)= Fw))

EseEMpPIO 9.1.7. La funzione esponenziale e*, pur non essendo iniettiva, e local-
mente invertibile con inversa (logaritmo complesso) olomorfa.

Ricordiamo l'operatore di Laplace A introdotto nell’Esercizio [6.13.31 data wu :
R™ — R derivabile due volte si pone
A 0%u N 0%u ey 0%u
Ui=—+—-——+-+—.
ox? O3 oz
DEFINIZIONE 9.1.8 (Funzioni armoniche). Sia 2 C R" aperto; una funzione w :
) — R si dice armonica se & derivabile due volte e Au = 0 in €.

Dimostriamo ora che le parti reale ed immaginaria di una funzione olomorfa sono
armoniche. A questo scopo prenderemo per buono il seguente fatto non banale: se
f € olomorfa in un aperto 2 C C, allora f e di classe C**° in €} e, anzi, analitica in
Q). La dimostrazione si basa sulla formula integrale dv Cauchy: si veda ad esempio il
capitolo 2 del libro Complex analysis di E. M. Stein e R. Shakarchi.

TEOREMA 9.1.9. Se f : Q — C ¢ olomorfa in un aperto Q C C, allora Rf e Sf
sono armoniche in €.
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DiMm. Le equazioni di Cauchy-Riemann (9.1.102) implicano che u,, = (vy), €
Uyy = (—vy),; dato che u ¢ di classe C*°, il Teorema di Schwarz m garantisce che

AU = Uy + Uyy = 0 in €,

cioe¢ u € armonica. L’armonicita di v si dimostra in maniera del tutto analoga. 0

2. Teorema della media per funzioni olomorfe e conseguenze

Premettiamo il seguente classico risultato di derivazione sotto il segno di integrale.

LEMMA 9.2.1. Siano Q C R" aperto e g € C'(2 x R); fissati a < b definiamo

G(x) = /bg(x,ﬁ) dd, x € Q.

Allora G € C'(Q) e

b
(8%6’)(3:):/ (Ong) (@, 0)d)  VzeQ Vi—1,.. . n

Dim. Siano z € Q e i = 1,...,n fissati; sia poi r > 0 tale che B(z,r) C €. Per
h € (—r,r) si ha

G(z + he;) — G(x) _ /b g(x + he;, 9) — g(z,0)

dd
h h

b
- / 4o, (E(h, D), 0) Y

per opportuni £(h,¥) € [x,x + he;]. In particolare

G(x + he;) = Glx) / (00.g)(,0) 49| < / 192, (E(h,9), 0) — ga,(w, 9)| dO

h
R(h)

ed ¢ dunque sufficiente dimostrare che limj,_,o R(h) = 0: questo segue dal fatto che
|(&(h,9),0) — (z,9)]| < |h| e che g,,, essendo continua, ¢ uniformemente continua in
B(z,r) X |a,b)]. O

Consideriamo ora una funzione f : B(0,7) — C che sia olomorfa in B(0,r) per
qualche r > 0. Ossserviamo che, per ogni ¥ € [0, 27], anche la funzione z — f(e?z)
(funzione “ruotata” di f di angolo ¢) & olomorfa in B(0,r) in quanto composizione
di funzioni olomorfe. Dimostriamo che la funzione

1 2 )
G(z) = — f(ez) do, z € B(0,r)
2 Jo
(media di f sulla circonferenza 0B(0, |z|)) ¢ olomorfa in B(0,r). Il Lemma e
la (9.1.101)) garantiscono che
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da cui G, = iG, e G ¢ olomorfa. Inoltre

2m
12G(2) = %/ﬂ ize" f'(e" ) di)
1 [0 1

=5 | galle’) 0 = o (5@ - 5(2)) =0
dunque G,(z) = 0 per ogni z € B(0,7) \ {0}. Per z =0 si ha

G.(0) = % /0% e f1(0) d = 0

e quindi G, = 0 su tutta la palla B(0,7). Un ragionamento simile garantisce che
Gy = 0 su B(0,r), dunque G ¢ costante in B(0,7) e G(z) = G(0) = f(0). In

particolare
1 2m )
= %/ f(e? o) dv Voe(0,r).
0

La discussione precedente si puo interpretare cosi: il valore di una funzione olomorfa in
un punto fissato e pari alla media della funzione stessa su una qualunque circonferenza
centrata in quel punto. Possiamo quindi enunciare il seguente risultato.

TEOREMA 9.2.2 (Teorema della media). Siano zgp € C, r > 0 e f una funzione
olomorfa in B(zg, 7). Allora per ogni g € (0,r) vale

1 21 )
_ %/0 (20 + 0c?) 49

OSSERVAZIONE 9.2.3. Piu in generale, € possibile dimostrare che ogni funzione
u : B(zp,7) — R armonica ¢ in realta di classe C* e che vale per essa il teorema della
media. Si veda la sezione 2.2 del libro Partial differential equations di L. C. Evans.

Concludiamo questa sezione con un’interessante e classica applicazione del Teore-

ma della media [0.2.2]

TEOREMA 9.2.4 (Teorema fondamentale dell’algebra). Sia P(z) un polinomio a
coefficienti complessi di grado n > 1. Allora esiste z, € C tale che P(zy) = 0.

DiM. Scrivendo P(z) = a,2™ + ap,_12""* + - -+ + ag, osserviamo preliminarmente

che
(9.2.104) lim |P(z)|= lim |z]"

|z]—+o0 |z] =400

a”*1_|_..._|_@ =0

Zn

A, +

dato che a,, # 0. Supponiamo per assurdo che P non abbia radici; allora la funzione
f(z) = ﬁ e olomorfa in C e mai nulla. Il Teorema [9.2.2 garantisce che per ogni
0o>0

0l < 5 [ 1Dl < maxls )

|z|=0

e, per la (9.2.104)), il membro di destra ha limite 0 per ¢ — +o0o0. Ne segue che
f(0) =0, contraddizione. O
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3. Principio del massimo per funzioni armoniche

Dimostriamo in questa sezione un classico risultato sulle funzioni armoniche: su
domini limitati, massimi e minimi di funzioni armoniche sono raggiunti al bordo. La
limitatezza del dominio ¢ cruciale (Esercizio [9.4.4)).

TEOREMA 9.3.1. Sia Q C R™ un aperto limitato e sia u € C?(2)NC°(Q) armonica
in 2; allora

(9.3.105) minu < u(r) <maxu V€.
o0 20

In particolare, u non pud assumere massimi/minimi stretti (neppure relativi) in €.

DiM. Per € > 0 fissato definiamo v.(z) := u(z) + e|z|?, x € Q. Allora
Av.(z) = Au(x) +eA(|z?) = 2ne > 0;

questo implica che v, non puo avere alcun massimo relativo zy € €2, altrimenti la ma-
trice Hessiana Hv.(xy) sarebbe necessariamente semidefinita negativa e ricaveremmo
la contraddizione
Av(zo) = 02; (x0) = Z(Hva(xo)ei, e;) < 0.
i=1 ! i=1
Deduciamo che, se R > 0 e tale che Q C B(0, R), allora

ve(z) < max v < r%%xu+eR2 Vore

e per ¢ — 0T ricaviamo la seconda disuguaglianza in (9.3.105]).

La prima disuguaglianza (9.3.105) segue in maniera analoga dimostrando che
we(x) = u(r) — ¢|z|*> non ammette minimi locali in 2 o, in alternativa, applicando
quanto gia dimostrato alla funzione armonica —u. 0

4. Esercizi

EsERrcizio 9.4.1. Si dimostri che, se 2 C C e un aperto connesso, f : 2 — C e
olomorfa e vale una (o piu) tra le seguenti ipotesi:

e f assume valori reali;
e Rf ¢ costante;
e ' f e costante;
e |f| & costante,

allora f e costante.

EsErcizio 9.4.2. Si dimostri che la funzione f(z + iy) := +/|zy| verifica le
equazioni di Cauchy-Riemann in 0 ma non ¢ olomorfa in (un intorno di) 0.

EsErc1z10 9.4.3 (Fattori di Blaschke). Siano z,w € C tali che zw # 1
i) Dimostrare che

‘w—_z <1 se lz] <lelw| <1

1 —-wz

e che
w—z
’ — =1 se |z| = 1 oppure |w| = 1.
1 —wz
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Suggerimento: si puo supporre (giustificare!) che z sia reale non negativo.
ii) Sia ora w € D :={z € C: |z| < 1} fissato e si consideri

w—z

Dimostrare che

a) I ¢ olomorfa in D e f(D) C D;

b) F(0) =w e F(w) = 0;

c) F(0D) C dD;

d) F: D — D & biettiva (suggerimento: calcolare F' o F').

ESERCIZIO 9.4.4. i) Siano z,w € C = R?; verificare che il prodotto scalare stan-
dard (z,w) in R? coincide con R(2w). Verificare inoltre che la moltiplicazione per i
corrisponde ad una rotazione di 90°.

ii) Siano z,w € C = R? non nulli. Verificare che I'angolo ¥(z,w) tra z e w &
univocamente determinato da

(z,w) (z, —iw)

cosV(z,w) = e sind(z,w) =

|2 w] 2| Jw]
iii) Sia 2 C R? aperto e sia f € C'(R?,R?); f si dice conforme se ¢ localmente
invertibile e preserva gli angoli tra le curve, ovvero se per ogni coppia di curve v,n €

CH((—1,1); R?) tali che v(0) = n(0) € Q, v/(0) # 0 e (0) # 0 si ha
9(7(0),1(0)) = 9((f ©7)'(0), (f o 1)'(0)).
Si dimostri che, se f ¢ olomorfa e f’ non si annulla, allora f ¢ conforme.
ESERCI1Z10 9.4.5. Verificare che la funzione u(x,y) := €® cosy ¢ armonica in  :=
R x (=%, %) e tale che u(0,0) = 1 e u = 0 su 0.
ESERCIZIO 9.4.6. Sia Q C R" aperto limitato; una funzione u € C?%(Q) si dice
subarmonica se Au > 0 in ). Verificare che per una funzione subarmonica si ha

u(r) < maxu VaeQ.
o9

EsErcizio 9.4.7. Sia ¢ : R — R di classe C* e convessa. Dimostrare che, se
u € C*()) ¢ armonica in un aperto 2 C R™, allora v := ¢ o u & subarmonica in .

ESERC1ZIO 9.4.8. Dimostrare che, se u € C%(Q2) & armonica in un aperto 2 C R”,
allora v := |Vu|? & subarmonica in Q.
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