Corso di Laurea in Chimica Industriale
Chimica Fisica ll

Zoom meeting del 12/06/2023

Esercizi
(settima parte)

A.A. 2022-2023
Marco Ruzzi

Dipartimento di Scienze Chimiche
Universita degli Studi di Padova
Via Marzolo 1 35129 Padova
E-mail: marco.ruzzi@unipd.it




Esercizio 93
Una particella s1 trova in uno stato descritto dalla seguente funzione d’onda:

U} (x) = cosY, e + seny e (con cosy € seny parametri reali )
In una singola misura, determinare la probabilita di trovare la particella con
momento lineare (a) p = +hk e (b) p =—hk . Determinare inoltre la funzione
d’onda della stessa particella se da misure sperimentali si ottiene una
probabilita del 90% che il valore sia p = +hk .

II momento lineare, nel caso unodimensionale, ¢ descritto in meccanica
quantistica dall’operatore:

0
=—ih—
P Ox
Vale: 5
pw(x)=—ih = (cosy e™ +seny e ™)
X

= —ih(ik cosy eikx — ik seny e_ikx)
= hk(cosy e™ —seny e™™)

La funzione d’onda y(x) non ¢ autofunzione dell’operatore p.



Esercizi [224]
Quando 1l sistema s1 trova 1n uno stato descritto da una funzione d’onda (in
questo caso y(x) che non ¢ autofunzione di un operatore (in questo caso
I’operatore p =—ih0/0x ) il risultato di una singola misura sull’osservabile p
non ¢ calcolabile in senso deterministico. Non s1 pud dunque prevedere con
certezza 1l valore di p ottenibile dalla singola misura. Si puo tuttalpiu
calcolare 1l valore di attesa ottenibile su un gran numero di misure di p.

Nel presente esercizio y(x) ¢ autofunzione di p. Quello che s1 puo calcolare

in senso deterministico € tuttalpiu 1l valore di attesa < p > . Il valore d1 attesa

va sempre calcolato sulla funzione d’onda normalizzata. Nel calcolo dunque
s1 deve sempre tener conto della costante di normalizzazione N:

< p > =N’ fLL (cosx ™ + seny e™™ )* (?%) (cosx ™ + seny e ™™ ) dx
=N’ E +LL (cosx e ™ + seny ™ )(ik cosy, €™ —ik seny e ) dx
)

= ... semplici calcoli algebrici

L | .
= N*hk fL (coszx — sen’y +cosy seny, (ezlkx — etk )) dx



Esercizi [225]

<p > = N7k _+LL (COSZX — sen’y +cosy seny, (ezikx e ))dx
= N°hk .+LL(COS2X — sen’y +cosy Senx(Zi Sen2kx))dx

= N°hk J-_f(coszx — sen’y )dx + ijL cosy. Senx(Zi Senka)dx

= N*hk

— N°hk

o+ L ) ) ) +L

|, (COS Y — Ssen’y )dx + 2i cosy seny, I_L sen2kx dx
~+L ) )

I, (COS Y —Ssen’y )dx

= Nzhk(cvszx — sen’y )-2L

= N*hk-cos2y - 2L

con N costante di normalizzazione della funzione d’onda data da calcolare

(vedi slide successiva)...

cos2y = cos” y + sen’y

sen2y =2seny cosy.




Esercizi [226]

La costante N di normalizzazione si ottiene ovviamente imponendo la
condizione di normalizzazione sulla funzione d’onda:

%k

) (cosx e + seny e ™ ) dx =1

—ikx

+L :
sz . (cosx e™ + seny e

Ossia°

*

N2 | (cosx e + seny e ™ ) (cosx ™ + seny e ™ ) dx =

N2 (" (COS Y + sen”y + cosy seny (e ( 2k _ZZkX)) dx =

N 2L(cos Y+ Senzx ) =

N2L=1 = N2=_L
2L

Quindi alla fine 1l valore di attesa, ossia la media su un gran numero di
misure di p, quando 1l sistema ¢ in uno stato descritto da y, vale:

<p> N?hk-cos 2y - 2L—Lhk0032x 2L =hkcos?2y

2L



Esercizi [227]
La funzione d’onda y(x) data non ¢ dunque autofunzione dell’operatore p .

Tuttavia per la funzione d’onda data:

] (x) = CcosY e + seny. e ™
valgono:
p(e™) = —ihﬁ(e"’“) = +hk(e™)
Ox
ple™™) = —ihﬁ(e—”“) = —hk(e ™)
Ox

ossia la funzione d’onda y(x) ¢ esprimibile come combinazione lineare (con
coefficienti cosy e seny) di v, (X) e y_(x) autofunzioni di p:

y(x)=cosyy,,(x)+senyy_,(x)

con: ¥, (x)=e* autofunzione di p con autovalore p = +hk
(stato di particella viaggiante verso dx)
¥ (x)=e™ autofunzione di p con autovalore p =—7k

(stato d1 particella viaggiante verso sx)



Esercizi [228]

La particella prima della misura si trova in uno stato descritto dalla
sovrapposizione der due stati particella viaggiante verso dx e particella
viaggiante verso sx. La funzione d’onda che descrive questo stato ¢ la
combinazione lineare:

kx

U (x) = cosY, e + seny e ™ = COSY VY, (x) +seny y_, (x)

L’esito della misura dell’osservabile p della particella ¢ quello di far
collassare (entanglement) la funzione d’onda y(x) verso uno dei due stati
componenti. Il risultato della misura dell’osservabile p sara dunque a
seconda dei casi p=+hk o p=—hk.



Esercizi [229]

La particella prima della misura si trova in uno stato descritto dalla
sovrapposizione der due stati particella viaggiante verso dx e particella
viaggiante verso sx. La funzione d’onda che descrive questo stato ¢ la
combinazione lineare:

Jex

=CcoSY V., (x) +seny\y_, (x)

L’esito della misura dell’osservabile p della particella ¢ quello di far
collassare (entanglement) la funzione d’onda y(x) verso uno dei due stati
componenti. Il risultato della misura dell’osservabile p sara dunque a
seconda dei casi p=+hk o p=—hk.

U (x) = cosY, e + seny e

La probabilita di ottenere uno o I’altro dei due autovalori dipende dal
corrispettivo coefficiente della combinazione lineare della funzione d’onda.

Nel caso dell’esercizio il risultato della misura dell’osservabile p sara:
p =+hk con probabilita (cosy)?
p =—hk con probabilita (seny)?

Il risultato della singola misura, dunque, puo essere previsto solo 1n termini
probabilistici...



Esercizi [230]
Tenendo conto di quanto detto ¢ facile dedurre che la funzione d’onda
richiesta nella terza domanda del problema si scrive:
w(x)=(0.9)" ™ +(0.1)"2 &

In tal caso infatti la probabilita di ottenere da una misura il valore p = +hk ¢
pari proprio al coefficiente (0.9)"2 preso al quadrato.

- 1 o

P - 2B+ A
Probabilita di ottenere il gatto vivo =1/2
Probabilita di ottenere il gatto morto = 1/2




Esercizio 94

S1 calcoli 1l valore di attesa dell’energia cinetica di una particella in uno stato

descritto dalla funzione d’onda dell’esercizio precedente (Esercizio 93):

—ikx

W (x) = cosY ™ 4 seny e (con cosy € seny parametri reali )

La funzione d’onda y(x) ¢ autofunzione dell’operatore energia cinetica 7
n* o
Ty(x)=- 2
2m Ox
G

= _2_@_(COSX ik ™ + seny (—ik) e )
m Ox

o

(cosx e + seny. e )

272 ik
cosyi‘k”e™

272 —ikx
+senyi‘k”e
2m X )

Rk

(casx e™ + seny e ™ )

m
hk?
== ()
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Essendo y(x) autofunzione di 7 1l valore di attesa per I’energia cinetica
coincide con ’autovalore di T':

j v
j v

_ h2 )2 \|/* (x)\y(x)dx
2m | v (x)w(x)dx
n’k’

 2m

Il risultato di una singola misura dell’energia cinetica, quando 1l sistema ¢
descritto dalla funzione d’onda wy(x) (autofunzione di 7), coincide con
|’autovalore, ossia:

h2k?

2m

T =



Esercizi [233]
Sul concetto di misura in meccanica quantistica (1)

In meccanica quantistica 1l risultato di un gran numero di misure relative a
un determinato osservabile (Q € correlabile con i1l valore di attesa di Q
calcolato sulla funzione d’onda che descrive 1l sistema.

Se la y(r) di un sistema ¢ esprimibile come combinazione lineare delle
diverse autofunzioni vy, (r) con autovalori ®_ di €2, ossia se vale:

v (r Q\lfn rjdv

\|l(l‘)=é W (l’) n j‘w

n

a’ V
allora 1l valore d1 attesa <Q> calcolato su y(r) rlsulta.
W d |
ij =2l o, =laf o+ fesf oy
n=1

Il valore di attesa di €2 calcolato su y coincide con la somma de1 possibili
autovalori o, dell’operatore QQ pesata dal modulo quadro dei corrispettivi
coefficienti ¢, presenti nella combinazione lineare attraverso cui € espressa \gg




Sul concetto di misura in meccanica quantistica (2)

In meccanica quantistica la misura di un osservabile Q2 pud essere pensata
come un operatore di proiezione Il, che agendo su una funzione d’onda
y(r) (non necessariamente autofunzione di €2) manda al coefficiente c, 5"
relativo all’autofunzione y:'* (r) con autovalore ) “ effettivamente ottenuto
nel corso della singola misura.

In tal caso se y(r) ¢ la funzione d’onda che descrive lo stato di un sistema
esprimibile come combinazione lineare di diversi autofunzioni vy (r) di Q,

OoSSi1a.
N (o an()dV_

) Z:; ¥ () ) [w, (r)w,(r)av

I’operazione di proiezione agisce sulla funzione d’onda y(r) restituendo 1l
coefficiente ¢ della funzione d’onda W " (r) corrispondente al valore di
attesa @, " ottenuto nella misura:

HQ[ (Dstar ]

H" e ®

n

P(r)=Y cw,(r)—Tale] s

n n




Esercizi [235]

Operatore di proiezione per 1’osservabile €2:
Ml 03 |

HY > C

()=, e ¥, (r) e L e

n

eq=, 1 . . . . t \
La probabilita di ottenere in una misura il valore ®," ¢ data da:

%
star | _ star Star \ __ | ,Star
Prob[mn } = (cn ) (cn ) =

Cl’l

Nel caso dell’esercizio precedente (Esercizio 91), valgono:

Y (x) = CcosY e™ + seny, e ™

¥ (x)=cosy ™ +senye ™ Hol +7k] cosy.
Prob [hk] = ‘cosx‘z

g (x) = cosy €' gt seny e Hol 7k ] > seny.

Prob [—hk] = ‘Senx‘z




Note aggiunte [1]

|. The Copenhagen interpretation of the wavefunction (cenni di teoria) A
Consider now a wavefunction y that is not an eigenfunction of an operator Q2
of interest and that can be written as a linear combination of its eigenfunctions v,.

N
W=+ OV, +t ey Wy = D Gy

with: k=1

Vi eigenfunctions of O
m, eigenvalues of Q)

In this case the functions y, are said to form a complete set in the sense that any
arbitrary function y can be expressed as a linear combination of them.

According to quantum mechanics:

1. If the wavefunction of the particle is not an eigenfunction for the operator O
the state does not have a definite value for the corresponding observable.

2. When this observable is measured, in a single observation one of the eigenvalues
@, corresponding to the y, that contribute to the superposition will be found.

3. The probability of measuring a particular eigenvalue @, in a series of
observations is proportional to the square modulus (|c,|?) of the corresponding
coefficient in the linear combination.




Note aggiunte [2]

Consider now a wavefunction vy that is not an eigenfunction of an operator O
of interest and that can be written as a linear combination of its eigenfunctions v, .

N
Y=Y TGP, o +FCy Yy = Z Cr Wi

k=1
with: A
Y, eigenfunctions of )

m, eigenvalues of Q)

4. The average value of a large number of observations is given by the expectation
value, <Q> , of the operator corresponding to the observable of interest.

5. The expectation value of an operator Q) is defined as:

<Q>=J-\|1*f2\|1dr

and can be thought as the weighted average of a large number of observations of
the corresponding observable of (Q . This formula is valid only for normalized
wavefunctions.




Note aggiunte [3]

Il. Expectation value of an operator €2 applied to an eigenfunction vy

If y is an eigenfunction of the operator Q with eigenvalue w,
i.e. if the following eingevalues equation holds:

Qu(x) = o y(x)

the expectation value of Qisw.

The following expression holds:

w¥
<Q>:J-\y*f2\|1dr:jw*w\ydr:wj‘w*\pdr:a)

because w is a constant and may be taken outside the integral and the resulting
integral is equal to 1 for a normalized wavefunction.

The interpretation of the previous expression is that, because every observation
of the property 2 results in the value w (because the wavefunction is an
eigenfunction of Q) ), the mean value of all the observations is also w.



Note aggiunte [4]

lll. Expectation value of an operator 0 applied to a generic wave function y that
may be written as linear combination of a set of eigenfunctions vy, of (2.

Consider now a wavefunction that is not an eigenfunction of the operator O
of interest and that can be written as a linear combination of its eigenfunctions.

N
V=Y + 0V, +at ey Wy =D Gy
k=1

For simplicity, suppose the wavefunction is the sum of two eigenfunctions:

Y=Y tG6V,

The following expressions hold:

:(Cl\Vl T+ oV, )* 0 (Cl\yl + .\, ) dt

..(61% T OV, )* (Cl Q\Vl %) Q\Ifz) dt

© B B
Il

:(CI\VI TGOV, )* (Cl oY +¢, 0, ) dt



Note aggiunte [35]

*

<Q>: j(01W1 + Cz\Vz) (Cl WYy + ¢, a)z\Vz) dt

1 1 0 0

S — e e e

=C WYY aAT+Cy Cry | Yo Y, dT+Cy CEp | Yo Y AT+Cp C 0, | Y Y, aT

because:

the first two integrals on the right are both equal to 1 because the
wavefunctions are individually normalized;

v, and y, correspond to different eigenvalues of an hermitian operator, they are
orthogonal, so the third and fourth integrals on the right are zero.

We can conclude that:

(Q)=la] o+, o,

This expression shows that the expectation value is the sum of the two
eigenvalues of (2 weighted by the square modulus of the corresponding
coefficient in the linear combination (|c,|?) .

Hence, the expectation value is the weighted mean of a series of observations.-



