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Abstract.

These are the lecture notes taken by Claudio Marchi (marchi@math.unipd.it) of a
short Ph. D. course that I gave in Padova in February and March 2003. On some
model problems I present the methods developed within the theory of viscosity
solutions to deal with the periodic homogenization of fully nonlinear partial dif-
ferential equations of first or second order not in divergence form. In particular I
show the connections with the classical ergodic theory. In this version (April 2011)
I corrected some errors and misprints and updated a bit the references.
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1. INTRODUZIONE

Numerosi problemi delle scienze applicate coinvolgono due scale spaziali (per es-
empio, quelli concernenti i materiali gassosi, porosi, stratificati o dannegiati micro-
scopicamente) o temporali (ad esempio in controllo ottimo) di ordini di grandezza
differenti. In essi i fenomeni nella scala piu piccola ammettono una descrizione
matematica, ma spesso sono molto complessi per I'alto numero di variabili, mentre
i fenomeni osservabili o effettivamente misurabili sono solo quelli della scala piu
grande.

Partendo da modelli che descrivono i fenomeni microscopici, la teoria della omo-
geneizzazione punta a costruire modelli meno complessi che catturino aspetti macro-
scopici del problema in questione, mediando le eventuali oscillazioni microscopiche.
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Tali modelli possono essere verificati in base alle osservazioni e studiati con minori
difficolta, ad esempio con metodi numerici.

Notazioni. In tutte queste note adotteremo la notazione di Einstein circa le somme
sugli indici ripetuti. Denoteremo: u; = Ou/0t, u,, = Ou/dx;, Du = Dyu =
(Usyy -y Ug, ) € D?u = (Uz;z;)ij=1,...n- Con My, , (rispettivamente, con S™)
indicheremo lo spazio delle matrici m x n (rispettivamente, simmetriche n x n) a
coefficienti reali. Con Lip(R™) indicheremo lo spazio delle funzioni lipschitziane
definite su R".

Definizione 1.1. Diremo che una funzione G definita su R™ & periodica se verifica
Gly+k) =G(y), Yk e Z".

In altre parole, diremo che una funzione & periodica se & tale rispetto al cubo
unitario di R"”.

Esempio 1.1. Un problema classico che si trova in tutti i libri di omogeneizzazione,
e.g. [BLP, JKO], & I'equazione in forma di divergenza

(1.1) — (aij(mw/s)u;i)xj = f(z,x/e), Ve e QCR”,

dove € > 0, i coefficienti a;;(x,y) ed il dato f(x,y) sono definiti su Q x R™ e sono
periodici rispetto alla variabile y. E ben noto che se la matrice (@ij)i,; € positiva
allora ’equazione (1.1) & ellittica e che per questo tipo di equazioni si ha ’esistenza
di (almeno) una soluzione sotto ipotesi relativamente deboli sugli a;;(x,y) e su
f(z,y).

Problema: cosa succede per € — 07 Le soluzioni u® convergono ad una funzione
u? Se si, in che norma? E la funzione u soddisfa qualche equazione tipo (1.1)?

Esempio 1.2. Consideriamo ora il problema ellittico

(1.2) — (aij(x)u;i)zj = f(x), Vo € Q\Ze,
dove l'insieme Z. crea un “buco periodico” in Q. Per ¢ — 0 i buchi si rimpicciolis-
cono e si infittiscono. Supponiamo anche di porre condizioni affinche il rapporto
fra ’area totale dei buchi e quella di €2 rimanga costante.

Problema: quali saranno gli aspetti macroscopici della soluzione?

Le equazioni dei due esempi precedenti sono entrambe in forma di divergenza,
ellittiche e stazionarie. C’¢ una vastissima teoria per tali equazioni, sviluppata per
decenni a partire dagli anni ‘60 e basata principalmente su metodi variazionali. Il
lettore interessato pué consultare ad esempio i trattati [BLP, JKO, BrD] e le loro
ampie bibliografie.

Nel seguito esporremo alcuni metodi recenti per trattare equazioni non in forma
di divergenza, completamente non-lineari (fully nonlinear) e di tipo evolutivo, cioe
della forma equazioni

(1.3)

uj(t,x) + F (m,x/s,t,ua,DuE,DQuE) =0, in (0,7) x R"
u®(0,2) = h(z,x/e), su R,



dove F(x,y,t,a,p, X) & una funzione scalare almeno continua definita su R™ x R™ x
R? xR xR™ x S, periodica in y e non-crescente nell'ultimo ingresso X € S™. Sia le
equazioni del prim’ordine di tipo Hamilton-Jacobi, che un’ampia classe di equazioni
del secondo ordine paraboliche degeneri rientrano in questo modello, e i metodi si
applicano anche a problemi di Dirichlet per equazioni stazionarie.

Lo scopo principale di queste note ¢ esporre le idee e i metodi piuttosto che enun-
ciare risultati molto generali. Quindi ci concentreremo sui due problemi modello

u; + H(x/e, Du®) = 0,

u§ + F(z/e, D*u®) = 0,
e ci limiteremo a dati iniziali A dipendenti solo da = e non dalla variabile oscillante
x/e. Per i risultati generali rimandiamo a [AB1, AB2, AB3, ABM]. Riferimenti
alla letteratura verranno dati nel testo. In questa introduzione ricordiamo solo che
le idee esposte in queste note hanno origine nei lavori di P.-L. Lions, Papanicolaou
e Vardhan [LPV] ed Evans [E1, E2]. Segnaliamo anche il recente libro di Xin [X] e
la sua bibliografia per equazioni con H quasi periodica o aletaoria.

Le motivazioni allo studio di equazioni non in forma di divergenza e non-lineari
vengono soprattutto dal calcolo delle variazioni, dal controllo ottimo e dai giochi
differenziali deterministici [L, Brl, BCD], dal controllo ottimo stocastico [FS], e dal
metodo degli insiemi di livello per la propagazione di fronti (si vedano ad esempio
i capitoli scritti da Evans e da Souganidis in [BCE]). La teoria delle soluzioni di
viscosita, di cui richiamiamo alcuni fatti essenziali nella prossima sezione, fornisce
gli strumenti per trattare queste equazioni [L, CIL, FS, Brl, BCE, BCD].

2. RICHIAMI DI SOLUZIONI DI VISCOSITA

Per molte equazioni differenziali della forma (1.3) non esistono soluzioni classiche
globali (cioé definite per ogni t € (0, +00)). Per rimediare a questa mancanza, nella
prima meta degli anni ottanta (a partire dai lavori di M. G. Crandall, P. L. Lions,
L. C. Evans) ¢ stata introdotta la teoria delle soluzioni di viscosita, la cui virtu
principale & quella di consentire a funzioni solamente continue di essere soluzioni di
equazioni fully nonlinear del secondo ordine.

Consideriamo la seguente equazione alle derivate parziali

(P) w(t,z) + F (z, Du, D*u) = 0 in (0,7) x R".
con F € C(R" x R" x 8™).

Definizione 2.1. Diremo che F ¢ ellittica degenere e che I’equazione (P) & parabol-
ica degenere se, comunque si fissino x e p in R™, si ha

(2.1) F(z,p,X) < F(x,p,Y) se X-Y>0

(dove, date due matrici X e Y, per “X —Y > 0” si intende che la matrice X — Y
¢ semidefinita positiva).

Esempio 2.1. E immediato verificare che la seguente equazione

(HT) us(t,x) + H (xz, Du) =0

e parabolica degenere. Essa sara chiamata equazione di Hamilton-Jacobi evolutiva,
hamiltoniana la funzione H che in essa compare.
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Definizione 2.2. Una funzione v € LSC ((0,T) x R™) (= Lower Semi-Continu-
ous) & una soprasoluzione di viscosita dell’equazione (P) se V¢ € C%((0,T) x R™) e
per ogni punto (¢, ) di minimo locale per u — ¢ si ha

(2.2) ¢(t,7) + F (z, Du(t, ), D*u(t,z)) > 0.

In maniera analoga, una funzione v € USC ((0,T) x R™) (= Upper Semi-Continu-
ous) & una sottosoluzione di viscosita dell’equazione (P) se V¢ € C2((0,T) x R") e
per ogni punto (¢, ) di massimo locale per u — ¢ si ha

(2.3) ¢(t,7) + F (z, Du(t, ), D*u(t,z)) < 0.

Infine, una funzione u € soluzione di viscosita se € contemporaneamente una sopra-
soluzione ed una sottosoluzione (in particolare essa sara continua).

Osservazione 2.1. Nella precedente definizione di sottosoluzione di viscosita si puo
richiedere che il punto (¢, ) sia di massimo locale stretto e che u(t,z) = ¢(t,T);
infatti alla funzione ¢ possiamo sostituire la funzione

Zb(ffat) = u(ﬂj) - (z)(: f) + ¢($,t) —« (|t - E|2 + ‘.’E - i'|4) )

con qualsiasi costante a > 0.

Analogamente, nella definizione di soprasoluzione di viscosita si pud supporre
che il punto (¢, Z) sia di minimo locale stretto e che u(¢,z) = ¢(¢, T).
Corerenza 1. Ogni funzione u € C%((0,T) x R™), soluzione classica dell’equazione
(P), & anche soluzioni di viscosita.

Vediamo che u € una sottosoluzione di viscosita; per provare che & anche una
soprasoluzione di viscosita si procedera in modo analogo. Sia ¢ € C?((0,T) x R™),
e sia (£, 7) un punto di minimo per u— ¢. Allora sono verificate le seguenti relazioni

(2.4) ¢4(£,7) = ue(t,7), D¢(t,7) = Du(t, 7), D?*(u — ¢) > 0.

Pertanto si ha

Si osservi che la diseguaglianza & conseguenza della ellitticita degenere di F.

Coerenza 2. Sia u una soluzione di viscosita dell’equazione (P) e sia due volte
differenziabile in (t,T), cioe verifichi

(25) ult,x) = ult, D)+ pi(t—F)+po(2—7)+ (0—)" X (1—7)+o (|t — ] + |v — 7]2)

per (t,x) — (f,%) e per qualche (p;,p;, X) € R x R"® x §". Allora u & anche una
soluzione classica dell’equazione.

Il prossimo risultato fornisce una stabilita delle soluzioni di viscosita nella topolo-
gia uniforme di C((0,7) x R™) (v. [BCD, pag 35|, e per una estensione [BCD,
pag.289]).
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Teorema 2.1: Stabilita. Per ognie € (0,1], siau® € C((0,T)xR™) una soluzioni
di viscosita dell’equazione

(2.6) u§(t,z) + F. (z, Du®, D*u®) =0 in (0,T) x R™.
Si assuma che per ¢ — 0T

i) ut —u localmente uniformemente in (0,T) x R™,

1) F.— F localmente uniformemente in R™ x R™ x §™;
allora u & una soluzione di viscositd della equazione (P).

Dimostrazione. Vediamo solo che la funzione u ¢ una sottosoluzione di viscosita;
con una argomentazione analoga, si provera che essa ¢ anche soprasoluzione di
viscosita.

Sia ¢ € C((0,T) x R™) e sia (¢,Z) un punto di massimo locale stretto di u — ¢.
Vogliamo provare:

(2.7) ¢(t,7) + F (z,Do(t,7), D*¢(,7)) < 0.

Poiché v — wu uniformemente in un palla B,(f, ), esistono (t.,z.), punti di
massimo locale di u® — ¢ tali che (t., ) — (£,Z) (lo studente lo verifichi!).
D’altra parte, le funzione u° sono soluzioni delle equazioni (2.6) e pertanto si ha

o¢(te,xe) + Fr (22, Do(te, 22), D*¢(t-,22)) < 0.

Data la continuita della funzione ¢ e la condizione (i¢), operando il limite per
e — 07, si ottiene la validitd dell’equazione (2.7) e da essa D’asserto. [ |

Osservazione 2.2. Per delle soluzioni classiche, il teorema suscritto non vale in
generale e per poterlo recuperare bisogna avere delle stime sul gradiente e sulla
matrice hessiana delle soluzioni u®.

Corollario 2.1: Motivazione del nome. Data I’equazione di Hamilton-Jacobi
del primo ordine

(HT) ue(t,x) + H (z, Du) =0 in (0,7) xR™,
si consideri la famiglia di equazioni approssimanti cosi definita
(2.8) uj (t, ) + H (x, Du®) —elAu® =0 in (0,7) x R".

Il termine eAu® ¢ detto vanishing viscosity. Si verifica facilmente che le hamil-
toniane H. convergono localmente uniformemente alla H. Inoltre, € noto che sotto
ipotesi molto ragionevoli su H, per ogni ¢ > 0, equazione (2.8) ammette una
soluzioni classica u® (cio¢ in C?). Quindi bastera trovare una sottosuccessione
ue; localmente uniformemente convergente per avere una soluzione dell’equazione

(2.8).



Il problema di Cauchy.
Si consideri il problema di Cauchy dell’equazione (HJ)

50 ue(t,z) + H (x,Du) =0 in (0,7) xR"
(29) u(x,0) = h(x) su R™.

In letteratura si trovano molti lavori che stabiliscono condizioni per Pesistenza e/o
I'unicita della soluzione.

Per i risultati che serviranno nel prosieguo, noi ci limiteremo ad enunciare il
seguente teorema (per la cui dimostrazione, si veda [BCD, pag 50 e segg.]). Esso ci
fornisce la buona posizione del problema (2.9), cio¢ stabilisce 'esistenza, 1'unicita
ed il principio del confronto:

Teorema 2.2: Buona posizione. Supponiamo che H(x,p) sia continua in R™ x
R™ e verifichi
(210)  |H(z,p) — H(z,p)| <cle—2[(1+p|),  Va,zeR", VpeR",

per qualche ¢ > 0. Se uy,uy sono rispettivamente una sottosoluzione di viscosita ed
una soprasoluzione di viscosita di (2.9), allora
(2.11) sup [ui(t, z) —u2(t, )] <suplui(0,z) — uz(0,)].

[0,T]xR" :
Inoltre il problema di Cauchy (2.9) ammette una, ed una sola, soluzione se I’hamil-
toniana H soddisfa la condizione (2.10) ed il dato iniziale h é limitato ed uniforme-
mente continuo (scriveremo h € BUC(R™)).

Per quanto riguarda le equazioni del secondo ordine, le condizioni da imporre
all’hamiltoniana sono pilt tecniche (si veda [CIL, pag. 47]). In queste note ci
limiteremo ad enunciare i seguenti teoremi:

Teorema 2.3. Consideriamo il sequente problema di Cauchy per una equazione
del secondo ordine

512 U — i (T)Ug,; + 0(7) - Du+c(x)u+ f(r) =0 in (0,T) x R™,
(2.12) u(z,0) = h(z) su R™,

dove (a;j), . ¢ una matrice semidefinita positiva della forma a = oo’ per qualche
J74,5

matrice 0 € My, . Se tutti i coefficienti o, b, c ed il termine f sono funzioni

lipschitziane e limitate su (0,T) x R™, allora esiste un’unica soluzione di viscosita

del problema (2.12).

Teorema 2.4. (v., per es., [CIL, BCE, BBD]) Consideriamo il sequente problema
di Cauchy

(2.13) { u + F(z, Du, D*u) =0 in (0,T) xR"™,
u(z,0) = h(z) su R™,
dove F' € Lip(R™ x R™ x 8™), oppure
F(x, Du, D*u) := rr}lin max Ly,
con L*P operatori lineari soddisfacenti le ipotesi del teorema precedente e con i
coefficienti uniformemente lipschitziani e limitati rispetto ad o e 3. Allora per

h € BUC(R"™) il problema (2.13) ammette una e una sola soluzione di viscosita, e
le sotto- e soprasoluzioni verificano il principio di confronto (2.11).
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3. IL PROBLEMA DI CELLA PER EQUAZIONI DEL PRIMO ORDINE

In questa sezione vogliamo mostrare alcuni problemi di omogeneizzazione, il pit
semplici possibile, che mostrino gia i risultati piu salienti di questa teoria.
Il primo problema di Cauchy di cui ci interesseremo € il seguente

(HJe)

ui(t,x) + H (xv/e,Du) =0 in (0,7) x R",
u®(x,0) = h(zx) su R"

Vorremo mostrare che {u®} converge (in qualche senso) ad una funzione u e che
questa e soluzione di viscosita di una equazione limite

(3.1) ug(t,z) + H (Du) =0

per una opportuna hamiltoniana H (cosiddetta hamiltoniana effettiva).

Per indovinare H proviamo uno sviluppo formale rispetto alle ¢ della soluzione
u®, cioé supponiamo esistano u e y := x(¢,z,y) regolari e con derivate limitate tali
che

(3.2) ut(t,x) = u(t,z) + ex(t,z, x/e).
Sostituendo la relazione (3.2) nell’equazione (HJ.), otteniamo
(3.3) u +exy + H (x/e, Du+eDyx + Dyx) = 0.
Per le ipotesi sulla regolarita di x, si hanno
ext — 0 e eD,x—0 per € —0;
la relazione (3.3) diventa cosi
(3.4) u + H (z/e, Du+ Dyx) = o(1) per & — 0.
Per giungere all’equazione (3.1) dobbiamo eliminare x/e e x ed ottenere
H (Du) = H (z/e, Du+ DyX) .

L’idea & quella di “congelare” il punto (¢, z) in (¢, %), denotare p := Du(t,Z) e
lasciare variare la sola y. In tal modo, ci si ridurra a risolvere I’equazione

(CPy) H(y,p+ Dyx) = A

per qualche A € R. Nell’equazione (CPy) (detta problema di cella) ci interessa
trovare il valore della costante A (ovviamente A = A(p)) per il quale si ha una
soluzione x = x(y), per poi porre

H(p) := D)

In altre parole, ’hamiltoniana effettiva sara data proprio dal valore (unico) di A
per il quale il problema di cella ammetta soluzione.
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Proposizione 3.1. Si supponga che per ogni p € R™ esista costante A per la quale
il problema di cella (CP1) ammetta (almeno) una soluzione classica x(y,p), cioe
x(-,p) € CY(R"), e si ponga H(p) := A(p). Se, inoltre,

ut — localmente uniformemente

per una qualche successione €; — 0, allora la funzione u é una soluzione di viscosita

di (3.1).

Dimostrazione. Vedremo solo che la u ¢ una sottosoluzione di viscosita (che sia an-
che una soprasoluzione di viscosita lo si dimostra con un procedimento analogo). Si
fissi ¢ € C1 ((0,T) x R™); sia (£, Z) un punto di massimo stretto di u — ¢. Vogliamo
mostrare che vale la seguente diseguaglianza

¢u(t,7) + H(p) <0,
dove p := D¢(t, T). Aggiungiamo alla funzione test ¢ il termine ex(z /e, p)
(3.5) v (t, ) =S (t,z) — o(t, x) —ejx(x/e;).
Si verifica immediatamente che
v S u— ¢ localmente uniformemente,

e che (come nella dimostrazione del Teorema 2.1) esistono dei punti (t;,x;), di
massimo locale di v®/ tali che (¢;,2;) — (¢,Z) per j — +oo. Dalla definizione di
sottosoluzione di viscosita per u e dalla relazione (3.5), deduciamo che

(3.6) Ge(tj,x5) + H (x/€5, Dad(ty, 25) + Dyx(x;/€5)) < 0.
Per la continuita di H e di ¢, e per la convergenza (t;,z;) — (t, ), si deduce che

Gi(tj,z5) + H (xj/e5, Dud(ty, z5) + Dyx(x;/e;)) =
= ¢¢(t,Z) + H (z/ej, 0+ Dyx(z;/e;)) + o(1)

per j — +oo. Infine, sostituendo la relazione precedente in (3.6) e considerando
che x & soluzione del problema di cella (CPy), si giunge a

&(t,Z) + HD) +0(1) <0 per j — +oo,

e quindi ’asserto ¢ completamente dimostrato. |

Osservazione 8.1. Nella dimostrazione si usa la tecnica PTFM (Perturbed Test-
Function Method), introdotta da Evans [E1l, E2]: in essa, di fatto, l'idea dello
sviluppo formale ¢ stata applicata alla funzione-test.

Osservazione 3.2. In generale non si ha 'unicita della soluzione x del problema
di cella: infatti una soluzione incrementata di una qualsiasi costante ¢ ancora
soluzione. Comunque la non unicita della x non e influente, serve solo la sua
esistenza e, per ora, la sua regolarita.
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Come indicato nella Proposizione 3.1, lo studio della hamiltoniana effettiva ci
indirizza su quello del problema di cella (CPy) (in particolare, vorremo individuare
condizioni sufficienti per lesistenza di A e di x, per la regolarita di x) ed ad indi-
viduare stime (o altro) che ci assicurino l'esistenza di una sottosuccessione u® — u
localmente uniformemente (vedremo, pero, che tali stime non sono necessarie).

Come primo passo ci interesseremo dell’ esistenza e dell” unicita di A. Sara utile
introdurre i seguenti problemi approssimanti

(CPY) swd + H(y,p+ Dw’) =0  inR"

per 6 > 0. Invece di studiare il problema di cella (CP;), studieremo i problemi
approssimanti perché per essi vale il principio del confronto, come vedremo prossi-
mamente.

Proposizione 3.2: 3! per (CP?). Si fissi § > 0. Sia H = H(y,p) una funzione
periodica rispetto alla variabile y e continua. Si assuma che almeno una delle
sequenti condizioni sia verificata:

i) per ogni y,z € R™ e p € R™, risulti

|H(y,p) — H(z,p)| < Cly — 2| (1 +|pl),

per una costante C > 0 sufficientemente grande;

1) Uhamiltoniana H ¢é coerciva, cioé soddisfa

lim H(y,p) = +oo,
|p|—+o0

uniformemente rispetto alla variabile y.
Allora esiste una, ed una sola, funzione w®, periodica rispetto alla y, che sia
soluzione di viscosita di (CP]).

Proposizione 3.3: principio del confronto per (CP‘IS).

Si assumano le ipotesi della proposizione precedente. Si supponga che le funzioni
periodiche wy e wq siano rispettivamente una sottosoluzione ed una soprasoluzione
del problema (CP}) in senso di viscosita. Allora si ha

wi(y) <we(y) Yy eR™

Dimostrazione. Sipuo trovare, ad esempio, in [BCD, BCE]. Qui la diamo solo per il
caso in cui wy e wq siano rispettivamente una sottosoluzione ed una soprasoluzione
di (CPY) in senso classico. Allora esse verificano rispettivamente

dwy + H(y, Dwy) <0, e dwa + H (y, Dwa) > 0.

Sia g un punto di massimo della funzione w; — wy (un tale punto esiste perché
si tratta di due funzioni periodiche). In particolare, deduciamo che Dws(y) =
Dws(g) =: p. Sostituendo questa relazione nelle disequazioni precedenti, otteniamo

dwi + H(y,p) <0 < dws + H(y,p).

Per la positivita di §, si ottiene I'asserto. |
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Teorema 3.1. ([LPV]) Sia H una funzione continua, periodica in y e coerciva
(nel senso definito nell’asserto della Proposizione 3.2). Allora per ogni p € R™
esite un unico valore A € R per il quale esista (almeno) una funzione periodica
x € C(R™), soluzione di viscosita di (CPy). Inoltre \ dipende in maniera continua
da p e x € Lip(R™).

Dimostrazione. Sia w® una soluzione del problema (CP9). Come primo passo indi-

vidueremo delle stime sulle w’, uniformi rispetto a d.
Si noti che per la periodicita e continuita di H si ha

|H(y,p)| <c  VyeR",

dove ¢ & una costante sufficientemente grande; allora ¢/§ & una soprasoluzione
classica di (CP9). In maniera analoga si mostra che —c/§ ne & sottosoluzione
classica. Per il principio del confronto deduciamo: |w®| < ¢/6, e quindi

(3.7) ‘6w‘5(y)‘ <eg, Yy € R™.

Ora vogliamo dimostrare una stima di equicontinuita delle w?. Per w® € C'(R™),
dalle relazioni (3.7) e (CPY), si ricava:

[H(y,p+ Du’)| < ¢;
per la coercivita di H si ottiene la seguente stima:
|IDw’(y)| < K Yy € R", V5 >0

per K € R sufficientemente grande. Poiche le w® sono solo Lipschitziane le ultime
due diseguaglianze valgono in senso di viscosita, e dalla seconda si puo ottenere

’wé(y)—wé(z)| < Kly - 2| Yy,z € R",V6 >0

(per K € R* sufficientemente grande). Lasciamo al lettore la verifica di queste
affermazioni, oppure si veda [BCD, p.62]. Moltiplicando per 4:

(3.8) |5w6(y) - 5w5(2)| < 0Ky — 2| Yy, z € R",¥é > 0.

Per le stime (3.7) e (3.8) e per la periodicita delle funioni éw‘s(y), possiamo applicare
il teorema di Ascoli-Arzela: quindi esiste una sottosuccessione §; — 0, tale che
@-w‘si — W localmente uniformemente. Siosservi che per §; — 0 il secondo membro
della diseguaglianza (3.8) converge a 0; ne deduciamo che W & una funzione costante
e sara il nostro candidato per la costante A; infatti poniamo W =: —A\.

Passiamo ora ad individuare la x. Introduciamo

v (y) == w’(y) — w’(0);

vogliamo mostrare che {v°} ha una sottosuccessione che converge ad una funzione
X, soluzione di viscosita del problema (CP;). Dalle stime (3.7) e (3.8) ricaviamo
immediatamente analoghe stime per v°:

[V (y)| <e. Yy eR™,

|v5(y)—v‘;(z)| < Kly — #| Yy, z € R",Vé > 0.
10



Ragionando come in precedenza, si prova che esiste una sottosuccessione d; per
la quale v% — y localmente uniformemente. Inoltre, le v° sono equilipschitziane
quindi anche la x e lipschitziana. Vediamo ora che y ¢ effettivamente una soluzione
del problema di cella (CP;) con A = —W. Dall’equazione (CP{), ricaviamo subito
che vale la seguente

50° (y) + 6w’ (0) + H (y,p + Dv°) = 0.

Per la equilimitatezza delle funzioni v° e per la costruzione di W otteniamo rispet-
tivamente 6v? — 0 e Sw®(0) — —\, (per & — 0F). Per la stabilita delle soluzioni di
viscosita (Teorema 2.1) si ottiene

—~A+H (y,p+ Dx) =0

quindi la funzione x € una soluzione del problema di cella.

Passiamo ora a mostrare 'unicita di A. Supponiamo per assurdo che esistano due
costanti A e u, con p < A, per le quali il problema di cella ammetta rispettivamente
la soluzione x e la soluzione (.

Si osservi che, le funzioni x e ¢ sono limitate e che, se incrementate di costanti
abitrarie, continuano ad essere soluzioni. Pertanto, senza perdere di generalita,
possiamo supporre che ¢ > x.

D’altra parte, dalla definizione di soluzione si ha

H(y,p+Dx)=A>p=H(y,p+ D()

(in senso di viscosita). Aggiungendo £x ed £ rispettivamente al primo membro ed
all’ultimo (con e sufficientemente piccolo), si ha

ex + H (y,p+ Dx) >eC+ H (y,p+ DQ).

Il principio del confronto per il problema approssimato (CP5) implica: ¢ < x;
che contraddice quanto supposto in precedenza.

Passiamo ora a vedere la continuitd di A = A(p). Si fissi p € R™. Sia ¢ un
elemento in R™ da fissare in seguito. Siano y e ( rispettivamente soluzioni delle
equazioni

H (y,p+ Dx) = H(p),

H(y,p+q+DC) =H(p+q),

la cui esistenza discende dalla prima parte della dimostrazione. Per la continuita
della funzione H, si ha

H(y,p+q+P)=H(yp+P)—w(ql), V[P < Lip(C),

dove w(-) & il modulo di continuita di H in un opportuno compatto. Da questo si
puo dedurre che ¢ soddisfa in senso di viscosita

H(y,p+ D¢) —w(lgl) < H(B +q)
11



(lo si provi per esercizio o si veda il Capitolo I di [BCD]).
Ora mostriamo che vale la seguente

(3.9) H(p+q) > H(p) — w(lq]).
A tal fine supponiamo per assurdo che sia vera
H(p+4q) < Hp) - w(la);

possiamo supporre anche che ¢ > x (eventualmente aggiungendo delle costanti
arbitrarie). Per quanto appena visto, si ottiene

H (y,p+ D¢) —w(lgl) < H(P+q) < H(p) —w(lgl) = H (y,p + Dx) — w(|q]).

Aggiungendo nuovamente e e ey rispettivamente al primo membro ed all’ultimo
(con ¢ sufficientemente piccolo), ed applicando il principio del confronto, si ottiene
¢ < x, in contraddizione con quanto scritto in precedenza. Quindi la relazione (3.9)
¢ valida. In maniera analoga si mostra anche la seguente:

H(p) > H(p+q) —w(|ql)

e quindi ’asserto ¢ completamente dimostrato. |

Osservazione 3.3. Nel Teorema precedente si dimostra una regolarita del correttore
x molto piu debole di quella richiesta nella Proposizione 3.1.

Inoltre si puo dimostrare che la lipschitzianita e la massima regolarita verificata
in generale dalle funzioni x. Cio comportera che si dovranno indebolire le ipotesi
nella Proposizione 3.1 e sviluppare una tecnica PTFM con funzioni meno regolari.

4. IL PROBLEMA DI CELLA PER EQUAZIONI DEL SECONDO ORDINE

Consideriamo il problema di Cauchy

(Pe) u(z,0) = h(z) su R™

{uf(t,x) + F(z/e,D*u*) =0 in (0,T)x R",
Come per il caso delle equazioni del primo ordine, vorremo mostrare che u® converge
ad una wu, soluzione di un problema limite

(4.1) w(t,x) + F (D*u) =0,

dove F & un’opportuna hamiltoniana (nuovamente chiamata hamiltoniana effettiva)
da individuare.

Anche per le equazioni del secondo ordine, I'idea intuitiva ¢ quella di fare degli
sviluppi formali della soluzione; pero si vede facilmente che, anche ad un livello
formale, lo sviluppo (3.2) non funziona.

Modificando leggermente la nostra idea intuitiva, proviamo a fare sviluppi formali
del tipo

(4.2) us(t, @) = (e, t) + x(t, 2, x/e),
12



dove a > 0 & una costante da fissare e la funzione x = x(t,z,y) ¢ definita come in
precedenza. Sostituendo la relazione (4.2) nell’equazione (P.), otteniamo

w(t,x) + F (z/e, D3 u(t,x) + 72Dy, x(t,z,z/2)) = o(1),

per ¢ — 0. Per non perdere il correttore y, scegliamo o = 2. Per giungere alla
equazione (4.1), dovremo imporre:

F(D2,u) =F (z/e,Dlu+ Djyx) .

Questa volta, I'idea & quella di “congelare” il punto (¢,z) in (£,7), denotare X :=
D?u(t, z) e lasciare variare la sola y e di risolvere la seguente equazione

(CPy) F(y, X+ Dj,x) = A

per qualche A € R. Nell’equazione (CP3) (detta problema di cella) ci interessa
trovare il valore della costante A (ovviamente A = A(X)) per il quale si ha una

soluzione x = x(y, X), per poi porre

F(X) = \X), VX € S™.
Analogamente al caso delle equazioni del primo ordine, dimostriamo la seguente
proposizione.

Proposizione 4.1. Si supponga che per ogni X € S™ esista una costante X per la

quale il problema di cella (CPy) ammetta (almeno) una soluzione classica x(y, X),
cioé x(-, X) € C*(R"), e si ponga F(X) := A(X). Se inoltre si ha

ut —u localmente uniformemente

per una qualche successione €5 — 0, allora la funzione u € una soluzione di viscosita
di (4.1).

Dimostrazione. Si ragionera in maniera del tutto simile a quella seguita per la
dimostrazione della Proposizione 3.1. Faremo vedere solo che la funzione u ¢ una
sottosoluzione di viscosita; in maniera analoga si mostra che essa ¢ anche una
soprasoluzione di viscosita.

Si fissi ¢ € C?((0,T) x R™); sia (£,7) un punto di massimo stretto di u — ¢.
Vogliamo mostrare che vale la seguente diseguaglianza

$(£,7) + F(X) <0,
dove X := D2?¢(t, 7). Introduciamo le funzioni
(4.3) v (t, ) = u (t,x) — P(t, x) — 5?)((:5/{—:, X).
Come nella dimostrazione della Proposizione 3.1, si ha

1) v —u—¢ localmente uniformemente,
i) esistono dei punti (¢;, ;) di massimo locale di v/,
iit) (tj,z;) — (I, T) per j — +o0.
13



Dalla definizione di sottosoluzione di viscosita per u7 e dalla relazione (4.3), dedu-
ciamo che

(4.4) Gu(ty, ;) + F (z;/e5, D2, 0(t;, x;5) + Dy x(x5/25)) < 0.
Analogamente alla dimostrazione della Proposizione 3.1 otteniamo

Gi(tj, ;) + F (z;/e5, D2, d(ty, x;5) + Doyx(xj/e5)) =
=¢(t,z) + F (xj/sj,X' + Dgyx(xjsj)) +0(1)

per j — +oo. Sostituendo la relazione precedente in (4.4) e considerando che y &
soluzione del problema di cella (CP3), si ottiene

(6, 7) + F(X)+0(1) <0  per j— +oo,
e quindi ’asserto ¢ completamente dimostrato. |

Analogamente a quanto visto nel Teorema 3.1, proveremo che il problema di
cella (CP2) ammette soluzione. Naturalmente, seguiremo una dimostrazione lieve-
mente differente dovuta alla mancanza della coercivita dell’hamiltoniana. A tal fine
consideriamo i seguenti problemi approssimanti

(CP3) 0w’ + F (y,X +D2w’) =0 in R

Definizione 4.1. L’hamiltoniana F(y, X) sard detta uniformemente ellittica se
esistono due costanti positive A, p tali che per ogni Y > 0 valga la relazione

utrtY < F(y,X)— Fy, X +Y) < AtrY

Osservazione 4.1. Se F' fosse un operatore lineare, allora la relazione precedente
implicherebbe che p sia minore del piu piccolo autovalore di F' e, analogamente,
che A sia maggiore del piu grande autovalore.

Ipotesi 4.2. Esistono C; > 0 e una funzione continua w : [0,4+00) — [0,400)
nondecrescente e con w(0) = 0 tale che

[F (21, X) = F(z2, X)| < Cifz1 — 2] [ X[ + w (|21 = 22) ,
[F(z,X) = F(z,Y)| <w (X =Y])
Vz, 21,22 € R", VX, Y € 8", dove || - || indica una norma matriciale.

D’ora in avanti supporremo che F' sia uniformemente ellittica e regolare in y
(oltre ad essere periodica rispetto alla y). Per semplicita supporremo anche che
essa abbia la seguente forma

F(y,X) = F(y, X) + l(y)

dove la funzione F & I-omogenea positiva rispetto alla variabile X, cio¢ verifica
)\F(y,X) = F(y, AX) per ogni A > 0 (si veda l'osservazione b a p. 22 per il caso
generale).

Nel prossimo enunciato elencheremo alcune proprieta verificate dagli operatori
uniformemente ellittici e regolari; per le dimostrazioni dei principi di confronto si
vedano [T, CIL, BBD], per quella del principio di massimo forte [BDL, BBD], per
le stime [T, CCJ.

14



Proposizione 4.2. Sia F ¢ un operatore uniformemente ellittico che soddisfa
UlIpotesi 4.2.
Principio del confronto ellittico. Si consideri il problema (CP3)

Sw + F (y, X+ Diyw‘s) =0, nR™

se wy e wa sono rispettivamente una sottosoluzione ed una soprasoluzione (in senso
di viscosita), allora si ha: wy < wy in tutto R™.

Principio del confronto parabolico. Siano uy ed us rispettivamente una sottoso-
luzione ed una soprasoluzione dell’equazione

u(t,y) + F (y, X + Dyu) =0 in (0,T) x R".

Se u1(0,y) < u2(0,y) per ogni y € R™, allora uy(t,y) < us(t,y) per ogni (t,y) €
[0,T) x R™. Se Q & un sottoinsieme aperto di R™ e se up < ug su (0,T) x 00 e su
{0} x Q, allora uy < wug in [0,T) x Q.

Principio di Massimo Forte (SMP). Se u € C(Q) ¢ una sottosoluzione di

- ) )
F(y,Dy,u) <0 inQ,
e se esiste un punto yo € € in cui u raggiunge il suo massimo (in altre parole, vale:
u(yo) = maxu), allora la funzione u é costante.
Q

Stime di regolarita hélderiana (alla Krylov-Safonov). Se w é soluzione di vis-
cosita di

—C < F(y,D*w) < C in R",
allora esistono due costanti o € (0,1) e K > 0, tali che
lw(y) —w(z)| < Kly — 2|  Vy,z e R™
Inoltre le costanti o e K dipendono da C, n, u, A, Cy1, ¢o = max |F(y,0)] e
yeR™

|‘w||Lm(Rn).

Osservazione 4.2. Nel caso parabolico o nel caso stazionario con § > 0, basta la
ellitticitdh degenere (Definizione 2.1) per dimostrare il principio del confronto.

Osservazione 4.3. La seguente variante del principio del confronto ellittico ci servira
nella sezione 7. Siano w; e wy rispettivamente soluzioni delle seguenti equazioni:

owy — Lwy = ¢(y),
dwg — Lws = ¢(y + h),

dove Lw := ajjws,z;, (a;;) ¢ una matrice semidefinita positiva e ¢ = c(y) ¢ una
funzione continua. Allora si ha

1
[w1 — wallLe @n) < g||0(') —c(- + h)||Le @n)

Dimostrazione dell’Oss. 4.5.. Vediamola solo per wy, we € C%(R™) (per funzioni
meno regolari, si dovra passare alle funzioni test). La funzione w := w; — we
soddisfa
ow — Lw = ¢(y) — c(y + h).
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Si verifica facilmente che ||c(-) — c(- +h) Lo (mn) /0 € —|lc(+) = c(- 4+ h)||Lo (rn) /0 sONO
rispettivamente una sopra- ed una sottosoluzione dell’ultima equazione. Pertanto,
per il principio del confronto ellittico, si deduce

o) = -+ )l gy < S(wr —ws) < fle-) = (- + h)lLoe )

e quindi ’asserto. |

Il seguente teorema stabilisce la risolubilita del problema di cella (CP3). Il primo
risultato di questo tipo si trova in [E2] . La dimostrazione che esporremo ¢ dovuta
ad Arisawa e Lions [AL].

Teorema 4.1. Sia F' un operatore definito come in precedenza. Per ogni X € 8™,
esiste una ed una sola costante X tale che il problema (CP3) ammetta (almeno) una
soluzione x continua e periodica rispetto alla variabile y. Inoltre x € CH*(R™) (ma
in generale x ¢ C*(R™)).

Infine, ponendo F(X) := A, si ha che F dipende in maniera continua dalla X
ed ¢ uniformemente ellittica.

Dimostrazione. Con argomentazioni simili a quelle seguite nella dimostrazione del
Teorema 3.1, si prova 'unicita della costante A (usando il Principio del Confronto
enunciato nella Proposizione precedente), la continuita uniforme della funzione F,
e che la uniforme ellitticita di F implica quella di F.

Vediamo ora che esiste una costante A per la quale il problema di cella ammette
una soluzione x.

Si osservi innanzitutto che le funzioni dw® sono equilimitate: infatti si verifica
facilmente che, per C' := sup, cgn | F'(y, 0)|, le funzioni (i (y) := —C/d e (2(y) := C/4
sono rispettivamente una sottosoluzione ed una soprasoluzione (entrambe in senso
di viscosita) di (CP$). Per il principio del confronto, si ha: |w®(y)| < C/§ e quindi

(4.5) low’(y)| <C  VyeR™

Passiamo ora ad ottenere una stima di equicontinuity delle w’. Dall’ultima
relazione deduciamo anche che:

~C < F(y, X +D}uw’) <C.

(Si osservi che, se avessimo la stima HU}(SHLOO(Rn) < C uniforme rispetto a 4, po-
tremmo applicare le stime di holderianita di Krylov-Safonov e 1’equicontinuita ne
discenderebbe immediatamente).

Poniamo

v (y) = w’ (y) — w’(0).

Se mostriamo che esse sono equicontinue ed equilimitate, allora la dimostrazione
sarebbe conclusa. In tal caso, infatti, per il teorema di Ascoli-Arzela, esiste una
sottosuccessione J; — 0, tale che v% converge uniformemente ad una funzione
continua y e §;v% (0) ad una costante —\. Analogamente alla dimostrazione del
Teorema 3.1, sommando e sottraendo dw®(0) dall’equazione (CP3), si ottiene

5v° (y) — ow’(0) + F(y, X + D2,v°) =0
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e per I'usuale proprieta di stabilita si conclude la dimostrazione.
Quindi passiamo a provare che le funzioni v* sono equilimitate. Supponiamo per
assurdo che esista una successione d; — 0 tale che

5]:1 — ||w6k() — wo (O)H]LOO(R") — +00

Introduciamo
Pi(y) = exv’ (y);

si verifica facilmente che le funzioni v verificano:

(4.6)  ¥r(0) =0, [Yrllee@ny=1 e —C<F(y,X+Djby/er) <C.

Per la decomposizione di F', dall’ultima relazione si deduce
1 -
-C < ;F (y,exX + D vn) +1(y) < C;
k

quindi, per la periodicita della [, vale anche la seguente
-0 < F (y, exX + Didek) < epC'.

Applicando le stime di holderianita, le funzioni )y, sono equicontinue (in effetti
sono equihdlderiane). Per il teorema di Ascoli-Arzela, otteniamo una sottosucces-
sione (che per comodita denoteremo ancora con ) uniformemente convergente ad
una funzione . Passando al limite deduciamo

F (y7D§yw) =0;

per il principio del massimo forte, la funzione ¢ e costante. Cio contraddice le
proprieta (4.6) delle funzioni y.

Infine la equicontinuita delle funzioni v segue dalla loro equilimitatezza. Infatti
dalla relazione

~C<F(yX+Dluw)<C

segue immediatamente la seguente:
—C<F(y,X+D;°) <C.

Per 'equilimitatezza e per le stime di Krylov-Safonov, si ottiene 1’equicontinuita e
quindi I'asserto € completamente provato. |

5. IL METODO DELLA FUNZIONE-TEST PERTURBATA

Finora abbiamo visto che, per H coerciva, esiste una hamiltoniana effettiva H ed
una funzione y € Lip(R™) (ma in generale y ¢ C*(R™)), soluzione del problema di
cella (CPy). Il teorema seguente ci mostra in che modo si puo rinunciare all’ipotesi
di regolaritda C' per la funzione y richiesta nella Proposizione 3.1.
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Teorema 5.1. Si supponga che esiste esattamente una costante \ per la quale si
abbia (almeno) una funzione x € C(R™) che sia soluzione del problema di cella
(CPy). Seu® ¢ la soluzione di (HJ.) ed esiste una sottosucccessione usi localmente
uniformemente convergente ad una funzione u, allora questa é soluzione di viscosita
del problema effettivo

ug + H(z, Du) = 0.

Osservazione 5.1. Si richiede solo che il problema di cella ammetta soluzione; di
conseguenza, il Teorema precedente puo essere applicato anche in tutti i casi ove
il problema di cella & risolubile pur non essendo verificate le ipotesi richieste nel
Teorema 3.1.

Per il caso parabolico abbiamo finora visto che, per F' uniformemente ellittica,
esiste una hamiltoniana effettiva I ed una funzione y € C1®(R") (ma in generale
x ¢ C?(R™)), soluzione del problema di cella (CP3). In maniera analoga al Teorema
5.1, il teorema seguente mostra che si puod rinunciare alla ipotesi “u € C?”, richiesta
nella Proposizione 4.1.

Teorema 5.2. Si supponga che esiste esattamente una costante \ per la quale si
abbia (almeno) una funzione x € C(R™), soluzione del problema di cella (CPs).
Se u® ¢ la soluzione di (P.) ed esiste una sottosucccessione u® localmente uni-
formemente convergente ad una funzione w, allora questa é soluzione di viscosita
del problema effettivo

uy + F(x, D*u) = 0.

Osservazione 5.2. Si richiede solo che il problema di cella sia solvibile; di con-
seguenza, il Teorema precedente puo essere applicato anche in tutti i casi ove il
problema di cella e risolubile pur non essendo verificate le ipotesi richieste nel Teo-
rema 4.1.

Dimostrazione (Teorema 5.2). Sia ¢ € C*(R") e sia (f,Z) un punto di massimo
locale stretto di u — ¢. Vogliamo mostrare che vale la seguente relazione:

¢(t,2) + F (D*¢(t,z)) < 0.
Ragioniamo per assurdo supponendo
(5.1) ¢(t,7) + F (D?*¢(t, z)) > 0.

Sara sufficiente mostrare che la funzione ¢°(t, ) := ¢(t,z) +e2x(x/e) & una sopra-
soluzione di viscosita di

(5.2) o5 (t,x) + F (z/e, D*¢.(t,x)) >0

in V. := (t —r,t +r) x B.(Z), per r > 0 sufficientemente piccolo. Infatti, se la
relazione (5.2) & vera, allora il principio del confronto implica la seguente relazione:

_ < — .
n%/zix|u5 gbs\_rg‘é}j(\ue be|

Operando il limite € — 0, si ottiene

_ < — -
max [u — ¢| < max|u — ¢[;
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questa relazione contraddice il fatto che in (, ) ci sia un massimo locale stretto di
U — @.

Quindi per terminare la dimostrazione rimane da provare che vale (in senso di
viscositd) la relazione (5.2). Per far cio, fissiamo 1 € C2, supponiamo che ¢. — v
ammetta un minimo relativo in (£,Z) € V, e mostriamo che & vera la seguente
relazione:

(53) wt({a j) +F(j/57D2¢(t~a‘%)) > 0.

Si osservi che per la regolarita della funzione ¢ rispetto alla variabile ¢, si ha:
wt(t"f) :th(tv‘%)' _ _

D’altra parte, per t fissata, si noti che la funzione (della sola variabile x) ¢(t, z)+
e2x(z/e) — ¢ (,x) ammette un punto di minimo in #. Ne consegue che anche
la funzione (della variabile y) x(y) — % (¥(f,ey) — ¢(f,cy)) assume un valore di
minimo in y = #/e. Essendo x soluzione (in senso di viscosita) del problema di
cella (ricordiamo: con X := D?¢(, 7)), si deduce

F(#/e,D*¢(t,z) — D*(1,7) — D*¢(t, 7)) = F(D*¢(t,)).

E immediato verificare che (t,Z) — (t,z) per r — 0%; percio e per la continuita
della funzione F', otteniamo

F (i/e, D*)(I, 7)) > F(D*(T,)) + o(1);
quindi
U(t, @) + F (Z/e, D*¢(L, %)) > ¢(t,Z) + F (D*¢(£,2)) + o(1)

per r — 0. Grazie a (5.1) otteniamo (5.3) per r > 0 sufficientemente piccolo. W

La dimostrazione del Teorema 5.1 & simile e viene lasciata come esercizio per il
lettore.

6. CONVERGENZA PER H COERCIVA E PER F' UNIFORMEMENTE ELLITTICA

Finora (negli enunciati della Proposizione 3.1, della Proposizione 4.1, del Teo-
rema 5.1 e del Teorema 5.2) abbiamo sempre supposto lesistenza di una sottosuc-
cessione u® localmente uniformemente convergente ad una funzione u. In questa
Sezione ci proponiamo di mostrare come tale ipotesi possa essere sostituita da una
stima di equilimitatezza delle funzioni % grazie al metodo dei semilimiti rilassati
(o limiti deboli in senso di viscosita) introdotto da Barles e Perthame [BaP].

Definizione 6.1. Data la famiglia di funzioni v® : [0,7) x R® D E — R, con
0 < e < 1, il semilimite rilassato inferiore (o limite debole inferiore in senso di
viscosita) nel punto (¢,z) € E &

Py - . o
u(t,z) = (e,t,:}cl)lgé(l)lf,f,i)u (t,x) :=

1
supinf{ue(t,x): tz)eE, (lz—z+[t—1°)* <& e 0<£—:<5}.
6>0
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In maniera analoga il semilimite rilassato superiore (o limite debole superiore in
senso di viscosita) nel punto (¢,z) € E &

u(t,z) = limsup (¢, z) =
(e:t:2)—(0%,2,7)

: € . _ =2 _—2%
éggsup{u (t,x): (t,x) € E, (lt—zP+[t—t*)* <d e 0<6<5}.

Osservazione 6.1. Se le funzioni u® sono equilimitate in un compatto K (cioe ve-
rificano: [[u®[l«(x) < Ck, per qualche costante Cx > 0), allora esistono finiti
entrambi i semilimiti su tutto K.

Proposizione 6.1: Proprieta dei semilimiti. Siano u® delle funzioni come
nella Definizione 6.1. Allora si ha:

Jj—-+oo

i) u®,z)= min{_lim u (ty,x;) : (g5, t5,m;5) — (07, 4,2) per j — —1—00} ;

) (e.a) = max{ i (t.0,): (£5,t502) = (07,8.3) per j = 400}
J—T00
) weLSC(E), u e USC(E);
) u(t,z) <al(tz) V(t,z) € E;
)

se u = u in un compatto K, allora u® — u = @ uniformemente in K.

La dimostrazione della Proposizione ¢ elementare; comunque si puo trovarla in
[BCD, pag. 296 e segg.].

Lemma 6.1. Sia u® una famiglia di funzioni localmente uniformemente limitate
e ¢ € C(RxR™) con ¢° — ¢ localmente uniformemente. Si assuma inoltre che
u — ¢ raggiunga un valore di massimo locale stretto nel punto (t,z). Allora esiste
una sottosuccessione ¢; — 0 tale che u®i — ¢ abbia massimo locale in (t;,xz;) con
(tjv‘rj) - (E’i')

Analogamente, se u — ¢ raggiunge un valore di minimo locale stretto nel punto
(t,Z), allora esiste una sottosuccessione £; — 0 tale che u®i — ¢%i abbia minimo
locale in (tj, ;) con (tj,x;) — (t,T).

Osservazione 6.2. Nella dimostrazione dei Teoremi 5.1 e 5.2 (e, precedentemente,
delle Proposizioni 3.1 e 4.1) la locale uniforme convergenza delle funzioni u° serviva

solo per ottenere quanto contenuto nella tesi del Lemma precedente per il limite
uniforme .

Dimostrazione. Per alleggerire la notazione indicheremo con z un punto generico
di R x R™, con Z il punto (¢, Z) e cosi via.
Per ipotesi, @ — ¢ ha un massimo locale stretto in z, quindi si ha

u(z) - ¢(2) > u(z) = d(2)  VZ#z€B(2)

per r > 0 sufficientemente piccolo. Per la Proposizione 6.1-(i4), esiste una succes-
sione (gp,2") — (0, 2) tale che u®"(2") — w(z). Denotiamo con z, un punto di
massimo locale di u» — ¢°» nel compatto B, (Z); quindi si ha

(6.1) u (zn) — @ (2n) > u(2) — ¢ (2) Vz € B,(2).
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Si osservi che per concludere la dimostrazione basta mostrare che esiste una sotto-
successione di {z,} convergente a Z.
Sostituendo z = 2™ nella relazione (6.1), otteniamo in particolare che

(6.2) u (zn) = 97 (20) 2w (2") = 67 (2").

Poiché i punti z, appartengono tutti al compatto B,.(Z) e le funzioni u¢ sono lo-
calmente uniformemente limitate, esiste una sottosuccessione di {z,} (che per co-
modita di notazione continueremo a denotare con z,) tale che

Zn — Z, ut(zp) — 8
(per un qualche Z € B,(Z) ed s € R). Per concludere dobbiamo far vedere che
Z = Z. A tal fine, osserviamo che per n — +oo, la relazione (6.2) diventa

(6.3) s — ¢(2) 2 u(z) — ¢(2).

D’altra parte, per la Proposizione 6.2-(i7), si ha: s < @(Z) e quindi w(z) — ¢(2) >
s — ¢(Z). Dall’ultima relazione e dalla (6.3) deduciamo che

u(2) — ¢(2) 2 u(z) — ¢(2);

questa relazione implica che Z e Z coincidono perché z € un punto di massimo locale
stretto per w — ¢. |

Corollario 6.1. Se le funzioni u®, soluzioni del problema (HJ.), sono localmente
uniformemente limitate, allora W e u sono rispettivamente una soprasoluzione ed
una sottosoluzione del problema (3.1) (entrambe in senso di viscosita).

Corollario 6.2. Se le funzioni u®, soluzioni del problema (P.), sono localmente
uniformemente limitate, allora W e u sono rispettivamente una soprasoluzione ed
una sottosoluzione di (4.1) (entrambe in senso di viscosita,).

Teorema 6.1. Sia u® soluzione del problema di Cauchy (HJ.) con dato iniziale
h € BUC(R™) N CY(R™). Si supponga anche che I’hamiltoniana H = H(y,p) sia
continua, periodica rispetto alla variabile y, coerciva (ricordiamo: H(y,p) — 400
per |p| — +oo, uniformemente in y). Allora esiste una hamiltoniana continua
H :R" — R, tale che u®* — u localmente uniformemente in [0,T) x R™, dove u ¢
soluzione di -

{ut(t,x) +H(Du)=0 in (0,T)xR",

u(0,x) = h(z) in R".

Teorema 6.2. Sia u® soluzione del problema di Cauchy (P.) con dato iniziale
h € BUCR™) N C%(R"). Si assuma anche che F = F(y, X) sia uniformemente
ellittica, soddisfi I’Ipotesi 4.2, sia periodica rispetto ady e abbia la forma: F(y,X) =
]:"(y, X)+I(y), con la funzione F 1-omogenea rispetto alla variabile X. Allora esiste
una funzione F : S(R™) — R, continua ed uniformemente ellittica, tale che u® — u
localmente uniformemente in [0,T) x R™, dove u ¢é soluzione di

{ u(t,x) + F (D*u) =0 in (0,T) x R,
u(0,2) = h(z) in R™.
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Dimostrazione (Teorema 6.2). Per provare I'asserto del Teorema 6.2 si tratta di col-
legare le varie parti della teoria sviluppata finora e di verificare come sia soddisfatto
il dato iniziale.

Come primo passo costruiremo delle stime uniformi. Siano C' := [|A[|Le®n) €
M := zrzréﬁa%% F(y,0) (siosservi che sono entrambi finiti per la periodicita rispetto alla

variabile y di h e F'). Si verifica immediatamente che le funzioni w (¢, ) := C'+ Mt
e wa(t,x) := —C — Mt sono rispettivamente una sopra- ed una sottosoluzione del
problema (P.). Ne consegue che

—C —tM <u(t,z) <C+tM Y(t,xz) € [0,T) x R™.

Pertanto le funzioni u® sono equilimitate e, per ’Osservazione 6.1, i semilimiti
rilassati @ e u sono finiti. Per il Corollario 6.2, le funzioni % e u sono rispettivamente
una sottosoluzione ed una soprasoluzione del problema effettivo.

Per terminare la dimostrazione ¢ sufficiente dimostrare la seguente relazione:

(6.4) u(0,z) =w(0,x) = h(z).

In tal caso, infatti, per il principio del confronto parabolico (che vale anche per
il problema effettivo grazie alla Proposizione 4.2), si ha © < u. Questa relazione
insieme alla Proposizione 6.1-(iv) da Puguaglianza @ = w; infine si conclude appli-
cando la Proposizione 6.1-(v).

Passiamo quindi a dimostrare la relazione (6.4). Sia N := max |F(y, D*h(y))]

(per la regolarita e la periodicita di h, questo massimo ¢ ben definito); si introducano
le seguenti funzioni: W, (t,x) := h(z) + Nt e W_(t,x) := h(zx) — Nt. Si verifica
immediatamente che Wy, W_ € C?([0,T] x R") e che sono rispettivamente una
sopra- ed una sottosoluzione del problema (P.). Il principio del confronto parabolico
(per (P.)) implica:

h(z) — Nt <u®(t,z) < h(z)+ Nt  Vee(0,1], V(tz)e€l0,T)xR".

Operando sulla relazione precedente il semilimite superiore e quello inferiore per

t — 07, otteniamo:
h(x) < u( , ) < h(l’)
U(O7 ,T) ’

cio¢ la relazione (6.4). |

La dimostrazione del Teorema 6.1 & simile e viene lasciata come esercizio per il
lettore.

Estensioni.

a) E sufficiente richiedere che h € BUC. In tal caso, si approssimera il dato
iniziale con dati iniziali regolari.

b) Nel Teorema 6.2, lipotesi “F(y, X) = F(y,X) 4 I(y), con F l-omogenea
rispetto alla X7 puo essere indebolita. E infatti sufficiente richiedere che esista
finito il . hI—Poo F(y,sX)/s.

¢) Nel Teorema 6.1, si puo indebolire 'ipotesi di coercivita dell’hamiltoniana
scrivendo H nella forma che si ottiene in teoria del controllo o dei giochi differenziali
e facendo ipotesi di controllabilita sul sistema dinamico controllato.
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d) Nel Teorema 6.2 si possono considerare funzioni F' molto piu generali, tipo
funzioni F = F(z,z/e, Du®, D*u®). Ovviamente in questo caso I’hamiltoniana
effettiva risultera dipendere anch’essa dalla x e dal termine di primo grado: F =
F(x, Du, D*u). Inoltre la regolarita della dipendenza della F' dalla variabile  non
€ scontata in generale.

7. COLLECAMENTI CON LA TEORIA ERGODICA
In questa Sezione rivolgeremo la nostra attenzione al seguente problema:

Problema: E possibile indebolire la coercivita di H o la uniforme ellitticita di
F al punto che non sia pit assicurata ’esistenza di una soluzione y del problema
di cella associato?

Si osservi che A\ deve esistere, altrimenti non sapremmo definire I’hamiltoniana
effettiva; quindi vogliamo indagare cosa succede nel caso se non esiste una soluzione
continua y del problema di cella.

Rammentiamo (si vedano i Teoremi 3.1 e 4.1) che, sia per il caso del primo ordine
che per quello del secondo, la funzione y e la costante A erano state introdotte
rispettivamente come 6lir(r)1+ (w’(y) — w’(0)) e 6lir(r)1+ sw(y) (dove w® ¢ la soluzione

dell’opportuno problema di cella approssimato). Cerchiamo allora di capire meglio
il senso di questi limiti.

Esempio 7.1 (Hamiltoniana affine). Consideriamo il problema (HJ.) (cio&: u; +
H (z/e, Du) = 0) con

(7.1) H(y,p) = —p-g(y) —l(y)

con g ed ! funzioni continue e periodiche (si tratta evidentemente di una hamilto-
niana non coerciva). Il problema di cella approssimato ha la forma

Jw’(y) — Du’(y) - 9(y) = Uy) + 7 - 9(y) =: L(y)-
Si tratta di una equazione lineare di cui e facile trovare la soluzione esplicita
+o00

w(y) = | Lly)ewp{—6t}dt,
/

dove y; & la traiettoria del seguente sistema dinamico:

{yt =g(y)

Yo =1Y-

(S)
Il nostro candidato per ’hamiltoniana effettiva e il limite
lim 6w’ (y),
Jim_ ow”(y)

se esiste e se non dipende dalla y. Tale limite puo essere scritto anche come

T
1
li = [ L dt
P / (y2) dt,
0
con le traiettorie y; date sempre dal sistema dinamico (S), grazie al seguente risul-
tato classico:
23



Teorema 7.1: Teorema Abeliano-Tauberiano. Se f € LY(R), allora si ha

~+o0 1 T
lim & e %dt = i —/ ) dt
S, /er A g [ I
0 0

nel senso che se uno dei due limiti esiste, allora esiste anche l’altro e coincide con il
primo. (In effetti, Uintegrazione puo essere fatta rispetto ad una misura qualunque,
anche discreta, v. [Si]).

Osservazione 7.1. Come gia accennato, per I’equazione dell’Esempio 7.1 il Teorema
Abeliano-Tauberiano da:

T—+ ooT

—H(p) = lim /LI (yt)

Osserviamo che la funzione w(T,y) := [ L(y:)dt soddisfa la seguente equazione

(equazione del trasporto):

(EP)

wy — Dyw - g =1
{w(O,y)O.

Quindi "Hamiltoniana effettiva H si pud anche ottenere mediante un “limite per
tempi lunghi” della soluzione del problema evolutivo (EP).

Definizione 7.1. (v.: [ArAv, CFS]) Un sistema dinamico (S) & detto ergodico se
esiste una misura p, invariante per (S) (in altre parole: u(A) = pu(®:(A)), dove P,
¢ il flusso del sistema (S) al tempo t), tale che per ogni f € L{ (R™) sia verificata

T
i [t de= [ 1) duce
0

per quasi ogni scelta di yg = y, punto iniziale della traiettoria.
“La media temporale di f lungo le traiettorie tende alla media spaziale di f.”

Teorema 7.2. (v. [CFS, AB2]) Sia f € C*(R). Allora

. 1 . )
TETOO T / f(ye) dt = cost. uniformemente in y

se e solo se esiste un’unica misura invariante p per il sistema dinamico (S). In tal
caso la costante ¢ [ f(z)du(z) ed il sistema si chiama “uniquely ergodic”.

Esempio 7.2. Consideriamo il problema
{@—54%w=uwa

u®(0,z) = h(x),
24

(7.2)



dove £ € R™ & una costante. Il sistema dinamico associato e

(5)) {yg

Yo =Y.

Per un classico risultato di Jacobi, questo sistema dinamico & ergodico sul toro
R™/Z"™ se e solo se vale:

€ k#£0  VkeZ"\{0}.

Questa condizione (detta condizione di non risonanza) stabilisce che le componenti
di € sono razionalmente indipendenti.

Inoltre Bohl, Sierpinski e Weyl hanno dimostrato che per funzioni integrande
f Riemann-integrabili la convergenza della media temporale nella Definizione 7.1
avviene per ogni y = yo e non solo q.o. (Teorema di equipartizione modulo 1,
v. [ArAv]). Vedremo tra poco che la convergenza & uniforme in y per funzioni f
continue e che la misura invariante ¢ quella di Lebesgue (v. Proposizione 7.1).

Possiamo quindi sperare che le soluzioni u® dell’equazione (7.2) convergano local-
mente uniformemente ad una soluzione u del problema effettivo dove I’hamiltoniana
effettiva H & data dalla seguente relazione

T
H@) = g g [ cwyd= [ ced= [ e
0

T—+oc0 T
[0,1]™ [0,1]™
(perché: L(y) :=1(y) +&-p). E quindi il problema effettivo si scrive:

ug — & Dyu= / l(y)dy.

[0,1]»

Enunciamo ora il teorema che ci permettera di definire una hamiltoniana effettiva
per una classe di equazioni del secondo ordine che comprenda anche I’equazione
dell’Esempio 7.2.

Teorema 7.3. Si consideri il sequente problema:
(7.3) ow’ — aijwiiyj —€-Dyuw’ = L(y), in R".

Se per ogni k € Z"\{0} vale almeno una delle due condizioni:

Z’L) aijkikj 7é 0,

allora per § — 01 la successione dw’ converge uniformemente ad una costante.

Dimostrazione. Procederemo come nel Teorema 4.1 usando il teorema di Ascoli-
Arzela. Per avere una stima di equilimitatezza basta osservare che ||£||pgn)/0 €
—[|£]|L (mn/0 sono rispettivamente una sopra- ed una sottosoluzione di (7.3). Ne
segue immediatamente che ||0w® |0 (gn) < ||£]|Loe &n)-



Passiamo ora ad individuare una stima di equicontinuita, mostrando che vale la
seguente relazione

(7.4) 1605 () = 0w’ (- + h)ieqan < w(lR),  per A0,

dove w & un modulo di continuitd (cioé € una funzione continua su [0, +00), nonde-
crescente e tale che w(0) = 0).
Per comodita di notazione, introduciamo:

W (y) = w®(y + h) e Lw := ajjwy,,, .
Si verifica immediatamente che w%" soddisfa
ow’h — Lw®" = L(y + h)

Per il Principio del Confronto (v. Osservazione 4.3) si ha la seguente relazione
1
Hwﬁﬂf”hwwqégWXJ—ﬁﬂ+MMwmw

e quindi

1
(7.5) w® — w5’h||Lco(Rn) < 5W£(|h|),

dove w, ¢ il modulo di continuitd di £. Ne deduciamo immediatamente che dw® &
una successione di funzioni equicontinue ed equilimitate; per il teorema di Ascoli-
Arzela esiste una successione §; — 07 tale che risulti

§jw‘sf —-U localmente uniformemente.

In generale si ha U = U(y); ora, invece, vogliamo mostrare che U & una funzione
costante. A tal fine, si moltiplichi I’equazione (7.3) per ¢ ottenendo

(7.6) §(6w®) — aij(éwgiyj

) = & (6Dyw’) = 6L(y).

Per 'usuale stabilita delle soluzioni di viscosita, la funzione U soddisfa I’equazione
ottenuta passando al limite per § — 0T nella relazione precedente, quindi si ha:

(7.7) —aiUyy, — & DU = 0.

Essendo periodica, la funzione U pud essere espressa come somma di una serie
trigonometrica:

Uly) =+ Z (o cos(y - k) + Brsin(y - k)) .

ke2nzm\{0}

Supponiamo per comodita che la funzione U sia sufficientemente regolare; derivando
termine a termine otteniamo le derivate di U:

U, = > (—axkisin(y- k) + Bikicos(y - k),
ke2rzZn\{0}
Uy,y, = Z (—agkikjcos(y - k) — Brkik;sin(y - k)) .
ke2rZm\{0}

26



Sostituendo queste relazioni nella (7.7), si giunge alla seguente:

Z [(arkikjai; — B - k) cos(y - k) + (Brkikjai; + o€ - k)sin(y - k)] =0
ke2nZn\{0}

Affinche questa serie sia identicamente nulla, ogni coefficiente deve risultare nullo;
in altre parole, per ogni k € 2rZ™\{0} devono valere le seguenti relazioni:

{akkikjaij — B - k=0,

7.8
( ) ﬁkkikjaij +aré -k =0.

Si fissi k € 20Z"\{0} e si denoti: a := k;kja;; e b:= ¢ - k; il sistema (7.8) diventa

{akaﬂkbo

79 b+ fa = 0,

dove ay e (i, sono le incognite. Il determinante di (7.9) vale a4+ b?; pertanto esso si
annulla se e solo se valgono le seguenti relazioni: a = b = 0, cio¢ k;k;a;; = &-k = 0.
Quindi ne deduciamo che U deve essere costante.

Infine, con argomentazioni simili a quelle seguite nei Teoremi 3.1 e 4.1 per provare
'unicita della costante A, si dimostra che ogni sottosuccessione convergente di dw?
converge alla costante U. ]

La discussione fatta finora motiva le seguenti definizioni:

Definizione 7.2. Diremo che una hamiltoniana del primo ordine H (y, p) & ergodica
se per ogni p la soluzione w’ dell’equazione

ow® + H(y,Dw’ +p) =0  in R"

ha la proprieta che dw’ converge uniformemente ad una costante per § — 0". In
tal caso, per hamiltoniana effettiva intenderemo: H(p) := — 6lim+ sw?’.
—0

Definizione 7.3. Una hamiltoniana del secondo ordine F'(y, X) ¢ ergodica se per
ogni X la soluzione w? di

ow’ + F(y,D*w’ +X)=0  inR"

verifica la seguente proprieta: per § — 01, dw® converge uniformemente ad una
costante. In tal caso, per hamiltoniana effettiva intenderemo: F(X) := — 5lim+ Sw.
—0

Osservazione 7.2. Per quanto visto finora, fra le hamiltoniane del primo ordine,
sono ergodiche quelle coercive e quella introdotta nell’Esempio 7.2; fra quelle del
secondo ordine, lo sono le uniformemente ellittiche della forma F(z, X) = F(z, X )+
I(x) (sotto le condizioni stabilite nella Sezione 4). Possiamo allora definire una
hamiltoniana effettiva per tutti i casi appena elencati ed anche per equazioni della
forma

uj — agus . =l(z/e),

con a;; che soddisfano I'ipotesi (i¢) del Teorema 7.3. Infatti il problema di cella

associato ¢
Sw® — aingiy,- =1(y) + tr(aX)
che rientra fra quelli della forma (7.3).
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Proposizione 7.1. Nell’Esempio 7.2, si ha

(7.10) CH(p) = / Lly)dy =€ p+ / () dy

[0,1]™ [0,1]™

Dimostrazione. Rammentiamo che I’hamiltoniana effettiva puo essere espressa an-
che usando il problema evolutivo (EP); pili precisamente si ha

_ 1
—H(p) = P 70(Ty)

dove w(T,y) & soluzione del problema evolutivo (EP), che riportiamo per comodita:

(EP)

w¢ — Dyw ' 5 = £(y)
w(0,y) =0

Integrando (rispetto alla misura di Lebesgue) su [0,1]™ Pequazione in (EP), si ot-
tiene:

(7.11) /wtdyf / ¢ Dwdy = / L(y) dy.

[0,1]™ [0,1]™ [0,1]"

Per il Teorema fondamentale del calcolo e per la periodicita della funzione w, si
ottengono rispettivamente le seguenti relazioni:

d

[0,1]™ [0,1]™ [0,1]™

Sostituendo le relazioni precedenti in (7.11), integrando rispetto alla variabile ¢ (si
osservi che il secondo membro ne & indipendente), si ottiene

[ v [ wopd=7 [ cwan
[0.1]

[0,1]™ [0,1]™

Poiché il dato iniziale del problema (EP) ¢ nullo, la relazione precedente diventa

1
7 [ wwwa= [ cwa
[0,1]™

[0,1]»

Infine si conclude la dimostrazione osservando che, poiché (per T' — +o00) w(T,y)/T
converge uniformemente ad una costante per i Teoremi 7.1 e 7.3, tale costante deve
essere il limite della media rispetto ad y (calcolata con la misura di Lebesgue “dy”),

ciog [ig 1. L(y) dy. [ ]

I prossimi due risultati, dovuti ad Arisawa e P.-L. Lions, estendono il Teorema
7.3 dal caso lineare ad hamiltoniane nonlineari che si presentano nel controllo ottimo
deterministico e, rispettivamente, stocastico.
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Teorema 7.4. [AL] Sia H una hamiltoniana cosi definita:
H(Z’,p) = gl?i( {g(a) i l(ya a)} )

dove A ¢ un insieme compatto, | € BUC(R™ x A) é una funzione periodica iny. Se
per ogni k € Z"\{0} esiste (almeno) un valore o € A tale che {(a) - k # 0, allora
Uhamiltoniana é ergodica.

Teorema 7.5. [AL] Sia F una hamiltoniana del secondo ordine cost definita:

P, X) 1= max {tr{a(e) X) ~ (3. )}
ae
dove a(a) > 0. Se per ogni k € Z"\{0} esiste (almeno) un valore o € A tale che
a(a);jkik; # 0, allora Uhamiltoniana F' & ergodica.

8. OMOGENEIZZAZIONE SOTTO IPOTESI DI NON RISONANZA

Il teorema principale di questa sezione afferma che 1’ergodicita dell’Hamiltoniana
(v. Def. 7.2 e 7.3) ¢ sufficiente per la convergenza dell’omogeneizzazione.

Teorema 8.1. [AB2]
a) Se la funzione u® ¢é soluzione del problema (HJ.)

(HI.) u®(0,x) = h(zx) su R™,

{uf(t,x)—kH(w/aDu‘s) =0 in (0,T) x R",

e se H ¢ ergodica, allora Ihamiltoniana H introdotta nella definizione (7.2) ¢é
continua e {u®} converge uniformemente localmente ad una funzione u, soluzione
del problema limite

{ut(t,x) +H[Du)=0 i (0,T)xR",
u(0,x) = h(x) su R™.

b) Se u® é soluzione del problema (P.)

®.) { ui(t,x) + F (z/e,D*u®) =0  in (0,T) x R,

u®(0,2) = h(z) su R",

e se F ¢ ergodica, allora la hamiltoniana F : S™ — R introdotta nella definizione
(7.2) & continua ed ellittica degenere. Inoltre {u®} converge uniformemente lo-
calmente ad una funzione u, soluzione del problema limite

u(t,z) + F (D*u) = 0, in (0,T) x R",
u(0,2) = h(z) su R".
Osservazione 8.1. La parte (a) (rispettivamente, (b)) del precedente Teorema era
gid nota per hamitoniane coercive (risp. per le hamiltoniane uniformemente ellit-
tiche definite nella Sezione 4).
Combinando il teorema di convergenza 8.1 con i teoremi ergodici 7.4 e 7.5 otteni-
amo subito due risultati di omogeneizzazione sotto ipotesi di non risonanza invece

che di coercivita di H o di uniforme ellitticita di F.
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Corollario 8.1. Si consideri il sequente problema di Cauchy:

{ u; + Ifgj({_«o‘) -Duf —l(x/e, )} in (0,T) x R",
u®(0,2) = h(z) su R".

Si supponga inoltre che per ogni k € Z™"\{0} esiste (almeno) un valore o € A tale
che {(a) -k # 0. Allora esiste una hamiltoniana continua H tale che {u®} converge
uniformemente localmente ad una funzione u, soluzione del problema limite

{ut(t,x) +H(Du)=0 in (0,T)xR",
u(0,x) = h(z) su R".

Corollario 8.2. Si consideri il sequente problema di Cauchy:

{ ui + max {—tr(a(@)D*u®) —l(z/e,0)} in (0,T) x R™,
u®(0,2) = h(z) su R".

Se per ogni k € Z™\{0} esiste (almeno) un valore o € A tale che a(a);jk;k; #
0, allora esiste una hamiltoniana F continua ed ellittica degenere tale che {u®}
converge uniformemente localmente ad una funzione u, soluzione del problema

{ut(t,x) +F (D) =0 in (0,T)xR",
u(0,z) = h(z) su R™.

Inoltre, se A é un singleton (cioé é un insieme con un solo elemento), allora
U’hamiltoniana effettiva puo essere scritta come:

F (D) = —tr (aDu) - / I(y) dy.
[0,1]™

Osservazione 8.2. La condizione di non-risonanza (Vk € Z"\{0}, 3o € A tale che
a(a)ijkik; # 0) puo anche valere in casi molto degeneri. Infatti, per esempio, se
la matrice (a;;)i; € il prodotto di un vettore-riga per il proprio trasposto, cioe:
a;j(a) =& (a)é;(o) (e quindi la matrice (a;j);; ha rango 1), allora la condizione di
non-risonanza equivale alla seguente: Vk € Z"\{0}, 3o € A tale che {(«) - k # 0.

E interessante notare che effetto della omogeneizzazione in questo caso ¢ lo
stesso che nell’equazione del calore (cioe F(z/e, X) := —tr(X) — l(x/¢)), dove &
noto che il problema effettivo é:

up — Au = / l(y) dy.

[0,1]"
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9. PERTURBAZIONI SINGOLARI

Le tecniche esposte finora per i problemi di omogeneizzazione si applicano con
successo anche a diversi problemi della forma

(8.1) vi + H(z,y, Dyv°, Dyvt/e) =0, V(t,z,y) € Ry x R® x R™,

con n, m € N. Questi problemi sono detti di perturbazione singolare, o di pe-
nalizzazione (dove il termine penalizzato ¢ D,v°), e si presentano in problemi di
riduzione di scala per sistemi controllati di grande dimensione mediante la sepa-
razione di variabili che evolvono su scale di tempo diverse.

Si osservi che, almeno formalmente, il problema di omogeneizzazione (HJ.) trat-
tato in precedenza rientra come caso perticolare nel problema (8.1). Infatti, se u®
¢ soluzione di

ui(t,x) + H (x/e, Dyu®(t, ) = 0, V(t,z) € Ry x R™,
allora possiamo formulare il seguente ansatz:
u(t,x) =v°(t,z,z/e)

dove v = v*(t,z,y). Ponendo formalmente “y = x/¢”, si ottengono le seguenti
relazioni:

ui (¢, z) = v (t, z,y), D u®(t,z) = Dyv*(t,x,y) + éDyvs(t,x,y),
e quindi v*® soddisfa I’equazione
vi + H(z,y, Dyv° + Dyv®/e) =0 in Ry xR® xR,
che & un caso particolare di equazione della forma (8.1).

Nelle equazioni tipo (8.1) rientrano anche i cosiddetti problemi di averaging:
(8.2) us (t, ) + H (t/e, Dyu(t,x)) =0, V(t,z) € Ry x R™.

Con un procedimento formale analogo a quello appena visto, ponendo u®(t,z) =
ve(t,z,t/e) (con v¢ = ve(t,x,y)) e t/e = y, si ha che la funzione v° soddisfa la
seguente equazione

1
vf+gvg+H(yaDmU€) =0, V(t,o:,y) GR"F x R" xRy

(dove la variabile penalizzata ¢ uno-dimensionale).
Per le equazioni del secondo ordine provenienti dal controllo stocastico i problemi
di perturbazione singolare sono della forma

D, v Dyyu® Dgyu®

U?-’-F(‘T,y,DI’UE,%,Dmm’Us, ) :O7 in R+ x R" XRm,

e2 ' ¢
e 'argomento appena visto mostra che anche questi problemi comprendono come
casi particolari 'omogeizzazione (P.) e averaging, stavolta per equazioni del sec-
ondo ordine.

Il recente articolo [AB2] contiene un teorema di convergenza molto generale
che afferma, in sostanza, che I'ergodicita dell’Hamiltoniana rispetto alle variabili
veloci y, in un senso opportuno, implica la convergenza della soluzione v°(t, x, y) del
problema di perturbazione singolare a una v(¢, x) indipendente da y e che soddisfa
I’equazione associata ad una Hamiltoniana effettiva. Il Teorema 8.1 ne & un caso
particolare. Tutti i risultati di omogeneizzazione presentati in queste note e in
[AB1, AB2, AB3, ABM] si possono ottenere applicando questo teorema.
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