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Esercizio 23
S1 normalizzino le seguenti funzioni d’onda:

a. y(x)=sen (%) nel dominio 0 <x <L
b. vy (x) =A nel domimio —L <x <L
c. Y (V ) = " nello spazio tridimensionale R?
d y(r)=r e 2% nello spazio tridimensionale R3
Nota 1
Vale 1l seguente integrale notevole:
+00 _ n!
J' x"e “dx =
0 n+l

Nota 2
L’elemento di volume infinitesimo in coordinate polari assume la forma:

dV =r*sen0 do do dr



TEORIA
per gli esercizi 23+29

Nel testo le funzioni d’onda y(r) non sono normalizzate ossia sono tali che:
Iw dVil

Normalizzare una funzione d’onda w(r) significa trovare la costante
moltiplicativa N (reale) per la quale valga la seguente relazione:

I(Nw(r))* (N\p(r))dV = szw* (r)y(r)dV =1

da cui:

+ (I\V* (r)\p(l‘)dV)l/z

In tal caso la funzione d’onda y( r )=Nwy( r ) risulta normalizzata.

N =

Nota 3

L’integrale sopra ¢ un integrale di volume e deve essere esteso sull’intero
dominio di volume dove ¢ definita la funzione d’onda.



TEORIA
ESGI’CiZi [4 1 ] per gli esercizi 23+29

La costante N di normalizzazione ¢ data da:
1
N = 1/2
(v eie)av)
conl’ 1ntegrale d1 volume esteso sull’intero dominio della funzione d’onda.
La funzione d’onda puo essere espressa, a seconda dei casi, in termini di
coordinate cartesiane o di coordinate polari. A seconda dei casi dunque

I’operazione di normalizzazione richiede che dV sia espresso in coordinate
cartesiane o 1n coordinate polari. ¢

Rappresentazione dello spazio in coordinate cartesiane:
dV =dxdydz

i-j=j-k=k-i=0
i-i=j-j=k-k=1
r=xi+yj+zKk

y(r)=wy(x,y,z)
jdV j j j_oo dx dy dz




TEORIA
ESCI’CiZi [42] per gli esercizi 23+29

La costante N di normalizzazione ¢ data da:
N == :
. 1/2
( (v (r)\y(r)dV)
con I’integrale di volume esteso sull’intero dominio della funzione d’onda.
La funzione d’onda puo essere espressa, a seconda dei casi, in termini di

coordinate cartesiane o di coordinate polari. A seconda dei casi dunque

I’operazione di normalizzazione richiede che dV sia espresso in coordinate
cartesiane o in coordinate polari.

T
— ;2
Rappresentazione dello spazio in coordinate polari: d\V r-sen db d¢ dr

ij=jk=k-i=0 —

ifi=j-j=k-k=1

r=(rsen0cos )i+ (rsenBseno)j+(rcos0)k 0 Z

v (r)=y(r,6,9) @y
+oo e 2T 5 ? ]

J;dV_.[o Jo .[o r-sen0d0dddr x/ ¢ do,

R




a. \If(x): sen (?j nel dominio 0 < x <L

La costante di normalizzazione risulta (vedi dimostrazione nella slide
seguente):

1/2

N=1 : =+ 1 R S
L, 1/2 L 1/2 INE T
(J-o 4 (x)w(x)dx) UO sen dej (2j

La funzione d’onda normalizzata risulta quindi:

o(x) - Nw(x):(%jm Sen(@j

L

Nota: A rigore si sarebbe dovuto scrivere:

o(x) = Nw(x)zi(ijm S@ﬂ(ﬂj

L L
ma, come noto, funzioni d’onda che differiscono per un termine del tipo

e'” coincidono in quanto tale termine non ha influenza in termini di
densita di probabilita.



Per normalizzare della funzione d’onda:

\V(x)z sen (@j nel dominio 0 <x <L

L
s1 deve calcolare:
1 1
N=1% L. = P 1/2
([ @] [sen ")
Per ottenere NV ¢ necessario risolvere I’integrale:
L nx
/ :j sen” —— dx
0 L
ossia:
L ni
I=|"sen’ (k) dx con: k=—
’ L 1 1

Eseguendo la sostituzione: kx=u = x=—u = dx=—du
I’integrale diventa:

kL
[:lj sen’u du
J 30

¢ s1risolve facilmente per parti come segue...



Lo kL
.[0 sen“u du = .[0 senu-senu du

kL kL
:_cosu-senu‘o _Jo (—cosu)-cosu du
kL
1 KL 5
:—EsenZM +IO cos” u du

0
I
1 kL
= ——sen2u +IO (I—Senzu) du
0
I
1 kL kL
= ——senlu +IO du—_[o sen‘u du

Vale dunque I’1dentita:

kL ) ] kL kL
2“' sen‘u du=——sen2u| + du
0 ) . 0
¢ quindi:
o 1 S TP | 1
j sen“u du =——sen2u +—u‘ =——sen(2kL)+—kL
0 4 0 2 0 4 2




Esercizi [45]

Lo kL
.[o sen“u du = J-o senu-senu du

kL kL
:—COSM'S@I’IU‘O _J'O (—COSM)'COSU du
kL

1 kL )
=——senu +IO cos”“ u du
0
kL
kL
— —l cenul f (1— con’u) du
Vale:
I sen’u du=——sen2u| +—ul"
U 4 y 2
1
Vale inoltre:
Uy 2 Up U 2 | E 1
j (l—cos u) duzj- 1du—_[ cos“udu=——senu| +—ul"
U g g 4 y 2 "
1
da cui:
T/lz 1 uz 1 u
j cos’u du=+—sen2u| +—ul”
U 4 2 "

U

70 7 b 2 g Z




Vale dunque:

kL 7 ] 1
j sen‘u du=——sen(2kL)+—kL
0 4 2
e ricordando che si era posto: k = nn
s1 ha; L
kL 1 1 1
,[ sen’u du=——sen(27- L)+~ L=——sen(n2m)+n—-=n—
0 4 L 2 L 4 2 2

Alla fine ’integrale / al denominatore di N risulta:

kL
1=1J' sen’u du:lnﬁzinﬁzé
k 70 k 2 nmt 2 2

e la costante di normalizzazione N assume valore:

1/2
1 1 2
N=1% | e V2 :ill/z :i(Zj
U sen’ dxj
0 L




Esercizi [47]
b. \|J(x): A neldominio -L <x <L

La costante di normalizzazione risulta:

N=+ : == : SR S

(J-_LL v (?C)\lf(x)a’JC)l/2 (J'_LL A* dx)l/z (A2 2L)1/2 A(zL)”2

La funzione d’onda normalizzata risulta quindi:

o)~ My(x)= e




Esercizi [48]

V) (r) = ¢ "% npello spazio tridimensionale R3

La costante di normalizzazione risulta:

N=2 +0 P+ P21 & : 1/2
(_[0 jo o V (V,9,¢)W(V,9,d))rzsen9d@d(l)dr)
. 1
[0 pm p2m 12
(jo .[o Jo e 2" rsen0 do d dr)
1 1 |
—+ . .

0

([ ] senv o] ap | (22] (i)
4

Per risolvere I’integrale sopra, in 7, s1 fa uso dell’integrale notevole:

+00 _ n !
j x"e Pdx = —
0 a
[La funzione d’onda normalizzata risulta:

1 _rla
(P(”):N\V(’”):as/znl/ze 0 0
0




d vy ( r) =re"* nello spazio tridimensionale R3
La costante di normalizzazione risulta:
|
N==%
+00 P+ 2T % 172
(jo Jo [ v (r,0,0)w(r.6,0)r’sen® a6 d¢ a’r)
|
=1 172
o0 T 2T
(Jg J: .[0 rre™ r25en® do dd dr)
_ 4 1 N 1
s 2571y 2 g o 0 40 2n d 1/2__(4|a5-2.27t)1/2
(.[o ree r rjo sen jo (I)) g

Per risolvere I’integrale sopra, in », s1 fa uso dell’integrale notevole:

400 B nl
J x"e “dx =
0 n+1

a
La funzione d’onda normalizzata risulta:

—r/2a0

1
(P(’”):N‘V(’”): J96 &322 re
0



Esercizi [50]

Esercizio 24
Normalizzare la seguente funzione d’onda su tutto R:

— 2 e o
y(x)=e ( a costante reale positiva )

facendo uso del seguente integrale notevole:

+00 2
_ 1/2
J e dv=n

—00

Vale:
N=+= 1 ==t 1 =+ .

. 172 AN . N
( v (x)w(x)dxj (j e e™ dxj U e 2w dxj

—Q0

L’integrale al denominatore ¢ facilmente calcolabile a partire dall’integrale
notevole fornito nel testo:
1 +00 2 TT

O ax? _ o2 1 _ —u _
j_oo e dx = j_oo e (2a)1/2 du = (2a)1/2 LD e du= (2a)1/2

1/2




Esercizi [51]
Vale dunque:

1 1

1/4
2a
N=1% . 2 7 =T 0 1/2:1{?)
(j e—2ax dxj TC/
(26{)1/2

La funzione d’onda normalizzata ¢:

y(x)= (2_41)1/4 e

T



Esercizio 25
Normalizzare la seguente funzione d’onda su tutto R:

y(x)=e
con a costante reale positiva.

Vale:

N=t : = : =+ :

o 172 i 172 . 172
( ) v (x)w(x)dx) (J-_ e_axe_“xdx) (j_ e_zaxdxj

L’integrale al denominatore ¢ evidentemente divergente:
+oo +oo 1 1 +oo 1 B
J ezaxdxzj e " du = I e "du=— e "

—o0 —o0 (Za) (2a) —o0 (Za)

e 1n tal caso la funzione d’onda € non normalizzabile.




Esercizio 26
S1 1mmagini una particella in moto 1-dimensionale lungo ’asse x. Si dica
quali delle seguenti funzioni d’onda sono delle buone funzioni d’onda per la

particella considerata:
1 _x2
(@) w(x)=x (b) w(x)=- (¢) w(x)=e

E’ noto che la probabilita di trovare la particella in una regione infinitesima
1-dimensionale compresa tra x e x +dx vale: dw=y" (x)y(x) dx se e solo se
la funzione d’onda y(x) ¢ normalizzata.

Per la funzione d’onda (a) vale:

N == : == : == :

4o 1/2 oo 1/2
( a (x)\y(x)dxj U x%x? dxj x_5

) 5

¢ D’integrale al denominatore ¢ evidentemente divergente. La funzione
d’onda (a) dunque non ¢ normalizzabile su tutto R. Lo sarebbe stata se la
funzione d’onda fosse stata ristretta su un dominio limitato [—-L, L]. .



Per la funzione d’onda (o) vale:

N =+ 1 - 1 — - !

(: \V*(X)\V(X)dle/z UO@ Lz dle/z {_lﬂojm

oy
¢ Dl’integrale al denominatore ¢ evidentemente divergente. La funzione
d’onda (b) dunque non ¢ normalizzabile su tutto R. Lo sarebbe stata se la
funzione d’onda fosse stata ristretta su un dominio limitato [—L, L]. In ogni

caso, la funzione d’onda (b) non ¢ definita a causa della singolarita in x = 0.

Per la funzione d’onda (¢) vale:
1 1 1 ( 2 jl/ ’
N=+ =+ = =+ =

o, 1/2 o 1/2 1 oo ) 1/2
(j_oo | (x)\ll(x)dx) U_oo e dxj (Wj—w e duj
Per 1l calcolo si ¢ fatto uso dell’integrale notevole:

+o0 2
_ 1/2
j e de=n"

—Q0

La funzione d’onda (c¢) dunque ¢ normalizzabile su tutto R.

: , : . /4 _\2
La funzione d’onda normalizzata si scrive: y(x)=(2/n)" e —



Esercizio 27
La funzione d’onda di una particella confinata, nel suo stato fondamentale,
in una buca di potenziale di larghezza L, ha la seguente forma:

(i) 5

Supponendo che L=10.0 nm calcolare la probabilita che la particella sia:
(a) nel dominio spaziale tra x,=4.95 e x,=5.05 nm;

(b) nel dominio spaziale tra x,=1.95 e x,=2.05 nm;

(c) nel dominio spaziale tra x,=9.90 e x,=10.00 nm;

(d) nella semidominio superiore (tra x,=5.00 e x,=10.00 nm);

(e) nel terzo di dominio collocato al centro (tra x,=3.33 € x,=6.66 nm).

La probabilita mfinitesima dw di trovare la particella in un volumetto dV
infinitesimo di spazio ¢ calcolabile attraverso la seguente espressione:

dw(r)=|w(r)[ av =y" (r)y(r) av

Nel caso monodimensionale:

dw(x) = ‘\V(x)‘z dx =y’ (x)w(x) dx



Per passare dal calcolo infinitesimo:

dw(x) = ‘\V(x)‘z dx =y’ (x)\p(x) dx

al calcolo finito ¢ necessario integrare nello spazio:

W g = [ (@) dx= [y ) dx

Sostituendo la funzione d’onda data si1 ottiene la probabilita di trovare la

particella nel dominio finito [a, b]:
2

b 2 )2 o
refab] =L (zj Sen(fj dx
b
:2-“ sen’ (Ej dx
L7a L .

x 1 27X
= ——sen—
L 2n L .

:(b—a) 1( 21th 27:aj

w(x)

L 2T

Sen ———Ssen ——
L L



Per passare dal calcolo infinitesimo:

dw(x) = ‘\V(x)‘z dx =y’ (x)\p(x) dx

al calcolo finito ¢ necessario integrare nello spazio:

W g = [ (@) dx= [y ) dx

Sostituendo la funzione d’onda data si1 ottiene la probabilita di trovare la

particella nel dominio finito [a, b]:
2

b 2 )2 o
refab] =L (zj Sen(fj dx
b
:2-“ sen’ (Ej dx
L7a L .

x 1 27X
= ——sen—
L 2n L .

:(b—a) 1( 21th 27:aj

w(x)

L 2T

Sen ———Ssen ——
L L



Vale:

W(.X') x€la,b] L 2T
con L=10.0 nm.

Sen———sen ——
L

(b—a) 1( 2mh 2naj

S1 ottiene nei1 diversi casi:

@ w(x) _(5.05nm-4.95nm) | (Sen 2n-5.050m 2n-4.95nm]
x€[4.95,5.05] 10.0nm 2T 10.0nm 10.0nm
=0.010+0.010 = 0.020
(b) w(x) _(2.05nm-1.95nm) | (Sen 21-2.050m _ 2n-1.95nmj
x€[1.95,2.05] 10.0nm 27 10.0nm 10.0nm
=0.010+0.031=0.041
© () _(10.00nm-9.90nm) | (Sen 21-10.00nm _  27-9.90 nmj
x€[10.00,9.90] 10.0nm 2T 10.0nm 10.0nm

=0.010+0.009993=0,019993



(d) w(x,?)

(e) w(x,1)

(10.00nm—-5.00nm) 1 27-10.00nm  27-5.00nm
= — Sen — Séen
x€[10.00,5.00] 10.0nm 27 10.0nm 10.0nm
-0.5
_((2/3)10.0nm—(l/3)10.0nm)_ 1 o 21-(2/3)10.00nm
xe[(2/3)L,(1/3)L] 10.0nm o7 10.0nm
21-(1/3)10.00nm
—Séen
10.0nm

1 1 4r 2m
=———| sen——sen—
3 2m 3 3

=0.61



Esercizio 28

S1 consideri una buca di potenziale 2-dimensionale € una particella al suo
interno confinata tra 0 e L,=L nella direzione x e tra 0 e L =L nella direzione
y. A partire dalla funzione d’onda normalizzata della particella:

5 \V2 o) (22 Ty
x,y)=|—| sen|—||—| sen| —
V() (Lj (ij (Lj
s1 calcoli la probabilita che la particella si trovi in una posizione della buca

compresa:
(a) trax,=0ex,=L/12,y,=0ey,=L/2;
(b) trax,=L/4ex,=3L/4,y,=L/4ey,=3L/4.

La probabilita infinitesima dw di trovare la particella in un volumetto
infinitesimo dJ di spazio ¢ calcolabile attraverso la seguente espressione:

dwr)=|y(r)[ av =y’ (r)y(r) av

Nel caso bidimensionale:

dw(x,y) = \w(x,y)\2 dxdy =" (x,y)y(x,y) dxdy



Per passare dal calcolo infinitesimo al calcolo finito € necessario integrare
nello spazio:

Y2
W(x, y) xe€[x1,x2 ] j j

yely.»2]

Sostituendo la funzione d’onda data si ottiene:

w(x,y) . j j ( jsen (Lj (%jsenz (%jdxdy

yely.y2 ]

(el (o[

Gli integrali si risolvono facilmente per sostituzione prime e per parti poi.
Alla fine del calcolo risulta:

w(x,y)‘ el : sen 2T, — sen 270
x€[x1,x ] L 27'[ L L
vely»y2] - — . 1
Jrzn 1 sen 2T, — sen 2T -
L 21| L L))

V2

) dxdy=[" [ v (x,2)w(x,p)dxdy

X1 YN




La probabilita di trovare la particella tra x,=0 e x,=L/2, y,=0 e y,=L/2
risulta:

) ={(L/2)_O _ (Sen(z—néj—sen(z—anj }
xe[0,L/2] L 27 L 2 L |

ye[0,L/2] —
{(L/Z) —0_1 Ksen (2_n£j —sen (@Ojﬂ}
1 L 2T L 2 L

4
La probabilita di trovare la particella tra x,=L/4 e x,=3L/4, y,=L/4 e y,=3L/4

risulta:
_JBLH-w/4) 1 Sen(@g)_sen(z_@j |
xe[L/4,3L/4] B L 27T L 4 L 4

Ve[L/4,3L/4] | (3L/4)—(L/4)_ I sentziﬁj_sen(z_n£jj
17 2T L 4 o

wi(x,

w(x, )




Esercizio 29
La funzione d’onda dell’atomo d’idrogeno si scrive:

| 1/2
\V(r):[_3] e’
na;

con a, = 53 pm.
Calcolare la probabilita che I’elettrone possa essere trovato all’interno di una
sfera con raggio a, centrata sul nucleo.

Vale:
dw(r)=|y(r)| dv
2
W(r)‘Sfem - js era \|!(r) ‘ av
Passando alle coordinate polari (problema a simmetria sferica...):

gy = L0 7 senddodoas

‘2




Analiticamente:

W sarear = 1o Jo W (720.0) (0.0

1/2
LY

(o) Ly

Stera(r<ay)

w(r)

nao

Iao 2 —2ra0dr

na;

-
1 —2r CZO

e o) ay| €
= 2l
na, | —2a, —

—2r ao

2a,

)r’ sen0d0dddr

—-r ao

e

—jj [ e send d0 dodr

—j e hdr| senedej do

2)-(2n)

N

j27‘df‘>-




1 —2ra
na, | —2a,
1 —2ra
na, | —2a,
1 —2ra
na; | —2a,
1 —2ra
na, | —2a,
1 —2r a
na; | —2a,

ap

0

1 dy _»
——I e " Yrdr
—ay 90

Esercizi [64]

r

1 6—27’ ao

\

r

.

r

\

-2
e r ao

2
+2a,
—7

—2
e ra

2
+2a,

—2a,

.

ap

v

0

—2r aO

2
+2a,

v

v

aO a e—2ra0
0
B i
01 —2a
0 0
-2
: j ofe " 1dr
— 0 —
a, 2a,
1 1 —21"&0
2
a
1 1 —2ray |70

N

J

- (2)-(2n)

J

N )

N )

'

~(2)-(2m)

Vo

~(2)-(2m)

>-(2)-(27t)




B 1 < —2ra r2 “0 - —2ra raO N 1 | —2ra “0 > (2) (27-5)
nag \ —2a, 0 +2a§ . % —2a, —2a, 0
( a a do
_ ]
LIS P P 4 L B WENETS
na, 2ap |, 2a5 |, 45|,
( a a do
—L<_ —2rag er +Lr _|_L S 2 . 27‘c
3 2 3
na, 2ay |, 2ay |, 4ap|,
1 ( 2 1 ao\
:_3< _6—27”610 r 4 r2 + 3 >(2)(2TC)
na, 2a, 2a; 4a; .
, ,
S L 4y d Ll L2y (2n)
na, 2a0 2a; 4a; 4a;

S1 noti che per a,>0 1l termine all’interno della parentesi graffa € positivo.




