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Principi Quanto-Meccanici



Per sistemi mono-dimensionali

In cui –2/2m * d2/dx2 è l’operatore T energia cinetica, V(x) è l’oper. 
energia potenziale della particella ed E è la sua energia totale.

Per sistemi tri-dimensionali
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Dinamica delle particelle microscopiche – A

(con massa dell’ordine di 1,66 10-27 Kg = 1 u.m.a. 

= 1 mu ≈ massaprotone.

massaelettrone = 9,1  10-31 Kg ≈ 1 u.m.a./1800 )

Eq.   di Schrödinger



Per sistemi tri-dimesionali
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Dinamica delle particelle microscopiche – B

In coordinate polari sferiche

In coordinate cartesiane 
ortogonali

in cui

Eq.   di Schrödinger
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Dinamica delle particelle microscopiche – C

In cui

Equazione di Schrödinger
dipendente dal tempo

Equazione di Schrödinger stazionaria in 
forma compatta e del tutto generale

Eq.   di Schrödinger
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Interpretazione di Born della funzione d’onda - A

If the wavefunction of a particle has the value  at some point x,
then the probability of finding the particle between x and x + dx is
proportional to | |2dx.

La funzione d’onda  è una ampiezza di probabilità
nel senso che il suo modulo quadro (* oppure
2) è una densità di probabilità (Prob./Vol. = 
probabilità per unità di volume). 
Nella figura l’intensità del colore azzurro della fascia 
orizzontale rappresenta la densità di probabilità.

Il segno della funzione

d’onda non ha un 

significato fisico diretto

MONO-
DIMENSIONALE



7

Interpretazione di Born della funzione d’onda - B

Secondo l’interpretazione di Born 
della funzione d’onda tri-
dimensionale, la probabilità di 
trovare la particella nell’elemento di 
volume d = dx dy dz nella posizione
r è  proporzionele al prodotto di  d

per il valore 2 in quel punto.

TRI-DIMENSIONALE



න
−∞

+∞

𝑁
∗𝑁 𝑑𝑥 = 1
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Interpretazione di Born della funzione d’onda – C

mono-dimensionaleNormalizzazione

𝑁 = 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑧𝑎𝑡𝑎 =  Nin cui

Condizione da imporre

se  è soluzione di                      anche N è una soluzione EH =ˆ



Coordinate polari sferiche che si 

usano per descrivere sistemi con 

simmetria sferica.

La superficie sferica viene coperta 

completamente se si fa variare q da 0 

a p (producendo un semicerchio –

cioè un meridiano terrestre) e poi 

facendo scorrere quel semicerchio di 

un giro completo, facendo variare  f da  

0  a  2p.9

Interpretazione di Born della funzione d’onda – D
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Interpretazione di Born della funzione d’onda – E

Tri-dimensionale

q    q

f

Normalizzazione

𝑁 = 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑧𝑎𝑡𝑎 =  N
න
−∞

+∞

𝑁
∗𝑁 𝑑𝜏 = 1

Condizione da imporre
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Altre proprietà matematiche relative a:

funzioni reali / complesse (come le funzioni d’o.) 

operatori lineari

• ortogonalità

• Non commutazione degli operatori

• Hermiticità degli operatori
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1

Postulati della meccanica quantistica - A

2

3



Postulati della meccanica quantistica - B

5

4
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Dinamica dei sistemi microscopici
Accettabilità della funzione d’onda 

La funzione d'onda deve soddisfare condizioni 

rigorose per essere accettabile.

Esempi di  INACCETATABILE

(a) perché non è continua;  ;

(b) perché la sua pendenza non è continua; 

(c) perché non è a un sol valore;

(d) perché è infinita su una regione finita.

14

∞−
+∞

𝑁
∗𝑁 𝑑𝑥 = 1 NON si potrebbe 

avere un integrale finito
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Principi Quanto-Meccanici

Informazioni contenute nella funzione d’onda

La funzione d'onda contiene tutte le informazioni che è possibile 
ottenere sulle proprietà dinamiche della particella (ad esempio, la 
sua posizione e quantità di moto). 
Da BORN → tutto ciò che possiamo sapere sulla posizione x.

Vogliamo trovare un metodo generale per ricavare informazioni 
dalla  , soluzione dell’eq. di Schroedinger

Ad  esempio consideriamo un particella libera di massa m 

Ψ



Descrizione quantomeccanica del moto di una particella libera
(V=0) e con energia cinetica = (mv)2/2m = p2/2m :

Soluzioni dell’ Eq. di Schroedinger
(autofunzioni k e autovalori Ek)

Forma compatta
e Hamiltoniano

Eq. di Schroedinger
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Principi Quanto-Meccanici

Informazioni contenute nella funzione d’onda



verifica
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Principi Quanto-Meccanici

Informazioni contenute nella funzione d’onda
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Principi Quanto-Meccanici

Informazioni contenute nella funzione d’onda

QUANTO VALE IL MOMENTO LINEARE IN QUESTO STATO ?

supponiamo

4



Energia cinetica (k22/2m) definita


Momento lineare (± k) definito


||2 è una costante; 


Probabilità uniforme di trovare la 
particella ovunque  
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Principi Quanto-Meccanici

Informazioni contenute nella funzione d’onda
se supponiamo

se supponiamo



Energia cinetica (k22/2m) definita


Momento lineare (± k) definito


||2 NON è una costante; 



Probabilità NON uniforme di trovare 
la particella ovunque  20

Principi Quanto-Meccanici

Informazioni contenute nella funzione d’onda

supponiamo
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Principi Quanto-Meccanici
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Principi Quanto-Meccanici

Condizione di

Hermiticità.

Se l’operatore 𝛺 è 

Hermitiano allora

soddisfa la

E’ facile facile confermare che l'operatore della posizione (x·) è hermitiano 
perché siamo liberi per cambiare l'ordine dei fattori nell'integranda
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Principi Quanto-Meccanici

Condizione di

Hermiticità.

Se l’operatore 𝛺 è 

Hermitiano allora

soddisfa la

Gli operatori hermitiani sono enormemente importanti in virtù di due proprietà:

1. i loro autovalori sono reali, e
2. le loro autofunzioni sono "ortogonali" tra loro.

Tutte le osservabili hanno valori reali (in senso matematico, come ad esempio
x = 2m  e   E = 10 J), quindi tutte le osservabili sono rappresentate da operatori 
hermitiani.



A particle in a one-dimensional region 

with impenetrable walls. Its potential 

energy is zero between x = 0 and x = L, 

and rises abruptly to infinity as soon as it 

touches the walls.

IMPORTANZA DI QUESTO SISTEMA

• Questa è una idealizzazione (è un modello) 

dell’energia potenziale di una molecola 

“gassosa” libera di muoversi in un 

contenitore mono-dimensionale.

Oppure di una perlina confinata su un filo.

• Comunque è anche la base del trattamento 

della struttura elettronica dei metalli.

• È anche la base di una trattazione 

semplificata degli elettroni p delle molecole 

coniugate.

• La particella nella scatola viene anche usata 

in termodinamica statistica per stimare il 

contributo del moto traslazionale delle 

molecule alle loro proprietà 

termodinamiche.

Particella nella scatola (di Epotenziale)
Sistemi semplici Quanto-Meccanici



The acceptable solutions

Nella zona in cui V(x)=0

la equazione di Schroedinger e la 

soluzione generale sono uguali a quelle 

della particella libera:

Si può usare la relazione

per riscrivere la k in un’altra forma:

Particella nella scatola (di Epotenziale)



Particella nella scatola
Sistema monodimensionale

Una particella in una regione 

unidimensionale con pareti impe-

netrabili. La sua energia potenziale

è zero tra x = 0 e x = L, e sale 

bruscamente all'infinito non appena 

tocca le pareti x = 0 and x = L, 26

V(x)=0



Teoria quantistica

Sistemi semplici risolvibili 

esattamente
Oscillatore armonico
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Vibrational motion
Harmonic motion

28

Energia

Potenziale



A particle undergoes harmonic motion if it 
experiences a ‘Hooke’s law’ restoring force, in 
which the force is proportional to the displacement, 
x, from the equilibrium position:

F = −kf x (1)

Here, kf is the force constant: the stiffer the ‘spring’, 
the greater the value of kf. Because force is related 
to potential energy by F=−dV/dx, the force in eq. (1) 
corresponds to a potential energy

V = ½ kf x2 (2)

Vibrational motion

29



V = ½ kf x2 (2)

This expression, which is the equation of a 
parabola (see the Figure), is the origin of the 
term ‘parabolic potential energy’ for the 
potential energy characteristic of a harmonic 
oscillator. The Schrödinger equation for the 
particle is therefore

(3)

The energy levels
Key point The energies of a quantum mechanical 

harmonic oscillator are quantized with energies that 
form an equally spaced ladder.

Vibrational motion

The parabolic potential 
energy V = ½ kf x2 of a 
harmonic oscillator, 
where x is the 
displacement from 
equilibrium.
The narrowness of the 
curve depends on the 
force constant k: the 
larger the value of k, 
the narrower the well.30



(3)

The energy levels
Equation (3) is a standard equation in the theory 
of differential equations and its solutions are 
well known to mathematicians. Quantization of 
energy levels arises from the boundary 
conditions: the oscillator will not be found with 
infinitely large displacements from equilibrium, 
so the only allowed solutions are those for 
which ψ = 0 at x = ±∞. The permitted energy 
levels are

Ev = (v +1/2)ħω ω =(kf /m)½ v = 0, 1, 2, . . . (4)

Vibrational motion

The parabolic potential 
energy V = ½ kf x2 of a 
harmonic oscillator, 
where x is the 
displacement from 
equilibrium.
The narrowness of the 
curve depends on the 
force constant k: the 
larger the value of k, 
the narrower the well.31



The energy levels

Ev = (v +1/2)ħω
ω =(kf /m)½ v = 0, 1, 2, . . . (4)

Vibrational motion

Note that ω (omega) increases with increasing force constant and 
decreasing mass. It follows from eqn (4 ) that the separation 
between adjacent levels is

Ev+1 − Ev = ħω (5)

which is the same for all v. Therefore, the energy levels form a 
uniform ladder of spacing  ħω (see Figure). The energy separation ħω 
is negligibly small for macroscopic objects (with large mass), but is of 
great importance for objects with mass similar to that of atoms.

32



The energy levels

Ev = (v +1/2)ħω
ω =(kf /m)½ v = 0, 1, 2, . . . (4)

Vibrational motion

Because the smallest permitted value of v is 0, it follows from eqn (4) 
that a harmonic oscillator has a zero-point energy 

E0 = ½ħω (6)

The mathematical reason for the zero-point energy is that v cannot 
take negative values, for if it did the wavefunction would be ill-
behaved. The physical reason is the same as for the particle in a 
square well: the particle is confined, its position is not completely 
uncertain, and therefore its momentum, and hence its kinetic 
energy, cannot be exactly zero. 33



The energy levels

Ev = (v +1/2)ħω
ω =(kf /m)½ v = 0, 1, 2, . . . (4)

Vibrational motion

Because the smallest permitted value of v is 0, it follows from eqn (4) 
that a harmonic oscillator has a zero-point energy 

E0 = ½ħω (6)

We can picture this zero-point state as one in which the particle 
fluctuates incessantly around its equilibrium position; 

would allow the particle to be perfectly .

34



The energy levels
(collegamento con l’energia in gioco nei 
moti interni di una molecola)
Ev = (v +1/2)ħω
ω =(kf /m)½ v = 0, 1, 2, . . . (4)

Vibrational motion

Atoms vibrate relative to one another in molecules with the bond 
acting like a spring. Consider an X–H bond, where a heavy X atom 
forms a stationary anchor for the very light H atom. That is, only the H 
atom moves, vibrating as a simple harmonic oscillator. Equation (4) 
describes the allowed vibrational energy levels of the bond. The force 
constant of a typical X–H chemical bond is around 500 N m−1.

For example, kf = 516.3 N m−1 for the 1H35Cl bond. Because the mass 
of a proton is about 1.7 × 10−27 kg, using kf = 500 N m−1 in eqn (4) gives

ω ≈ 5.4 × 1014 s−1 (5.4 × 102 THz)
35



The energy levels
(collegamento con l’energia in gioco nei 
moti interni di una molecola)
Ev = (v +1/2)ħω
ω =(kf /m)½ v = 0, 1, 2, . . . (4)

Vibrational motion

Consider an X–H bond, where a heavy X atom forms a stationary 
anchor for the very light H atom. That is, only the H atom moves, 
vibrating as a simple harmonic oscillator. 

ω ≈ 5.4 × 1014 s−1 (5.4 × 102 THz).
From Ev+1 − Ev = ħω , follows that the separation of adjacent levels is
ħω ≈ 5.7 × 10−20 J (57 zJ, about 0.36 eV). This energy separation 
corresponds to 34 kJ mol−1, which is chemically significant.  
The zero-point energy of this molecular oscillator is about 28 zJ, which 
corresponds to 0.18 eV, or 17 kJ mol−1.

36



The wavefunctions
Key points 

The wavefunctions of a harmonic oscillator have the form 
ψ(x) = N × (Hermite polynomial in x) × (bell-shaped Gaussian 
function – vedi figura).

Vibrational motion

37

The virial theorem states that, if the po-
tential energy of a particle has the form

V = a xb,
then its mean potential and kinetic energies 
are related by

2Ek = b V.
A quantum mechanical oscillator may be 

found at extensions that are
forbidden by classical physics. The graph of the Gaussian

function, f (x) = e−x2.



The wavefunctions

It is helpful at the outset to identify the 
similarities between the harmonic 
oscillator and the particle in a box, for then 
we shall be able to anticipate the form of 
the oscillator wavefunctions without 
detailed calculation.

Vibrational motion

Like the particle in a box, a particle 
undergoing harmonic motion is 
trapped in a symmetrical well in which 
the potential energy rises to large 
values (and ultimately to infinity) for 
sufficiently large displacements. 

38



The wavefunctions
However, there are two important

differences. , because the potential 
energy climbs towards infinity only as x2

and not abruptly, the wavefunction
approaches zero more slowly at large 
displacements than for 

Second, as the kinetic energy of the 
oscillator depends on the displacement in 
a more complex way (on account of the 
variation of the potential energy), the 
curvature of the wavefunction also varies 
in a more complex way.
(a) The form of the wavefunctions

Vibrational motion

39



Vibrational motion
The wavefunctions
The form of the wavefunctions
The detailed solution of  (3)

(3)

shows that the wavefunction for a 
harmonic oscillator has the form

ψ(x) = N × (polynomial in x) × (bell-shaped 
Gaussian function)
where N is a normalization constant.

A Gaussian function is a function of the 
form   e−x2 (see the Figure).
The precise form of the wavefunctions is

The graph of the Gaussian
function, f (x) = e−x2.

40



Vibrational motion
Harmonic motion

The factor Hv(y) is a Hermite polynomial 
(Table 8.1). Hermite polynomials are 
members of a class of functions called 
orthogonal polynomials. These poly-
nomials have a wide range of important 
properties, which allow a number of 
quantum mechanical calculations to be 
done with relative ease.

Because H0(y) = 1, the wavefunction for 
the ground state (the lowest energy state,
with v = 0) of the harmonic oscillator is …. 41



Vibrational motion
Harmonic motion

Because H0(y) = 1, the wavefunction for 
the ground state (the lowest energy state,
with v = 0) of the harmonic oscillator is

It follows that the probability density is 
the bell-shaped Gaussian function

42



Vibrational motion
Harmonic motion

The wavefunction and the probability 
distribution are shown in the Figure. Both 
curves have their largest values at zero 
displacement (at x = 0), so they capture the 
classical picture of the zero-point energy as 
arising from the ceaseless fluctuation of the 
particle about its equilibrium position.
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Vibrational motion
Harmonic motion
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Vibrational motion
Harmonic motion

45



Vibrational motion
Harmonic motion
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Vibrational motion
Harmonic motion
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Vibrational motion
Harmonic motion
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NORMALIZZAZIONE



Vibrational motion
Harmonic motion
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Vibrational motion
Harmonic motion
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The properties of oscillators



Vibrational motion
Harmonic motion
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The properties of oscillators



Vibrational motion
Harmonic motion

52

The properties of oscillators
The mean potential energy of an oscillator, the expectation value of V = ½kx2, can now be 
calculated very easily:

Because the total energy Ev in the state with quantum number v is (v + ½ )ħω, it follows 
that

V = ½Ev

The total energy is the sum of the potential and kinetic energies, so it follows at once that 
the mean kinetic energy of the oscillator is

Ek = ½Ev

The result that the mean potential and kinetic energies of a harmonic oscillator are equal 
(and therefore that both are equal to half the total energy) is a special case of the
virial theorem:



Vibrational motion - Harmonic motion

53

The properties of oscillators
An oscillator may be found at extensions with V > E that are forbidden by classical physics, because they correspond to 
negative kinetic energy. For example, it follows from the shape of the wavefunction (see Problem 8.15) that in its lowest 
energy state there is about an 8 per cent chance of finding an oscillator stretched beyond its classical limit and an 8 per 
cent chance of finding it with a classically forbidden compression.
These tunnelling probabilities are independent of the force constant and mass of the oscillator. The probability of being 
found in classically forbidden regions decreases quickly with increasing v, and vanishes entirely as v approaches infinity, as 
we would expect from the correspondence principle. Macroscopic oscillators (such as pendulums) are in states with very 
high quantum numbers, so the probability that they will be found in a classically forbidden region is wholly negligible. 
Molecules, however, are normally in their vibrational ground states, and for them the probability is very significant.

V > Ev

En. potenziale > 
En. Totale

En. Cinetica < 0
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