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Richiami sul campo dei numeri complessi [1]
Sommario
Richiami sul campo de1 numeri complessi C :
o rappresentazione in forma algebrica;
o rappresentazione in forma trigonometrica;
« rappresentazione in forma esponenziale.

Richiami sulla rappresentazione analitica de1 segnali periodici:
 funzioni circolari;

e serie di Fourier.



Richiami sul campo dei numeri complessi [2]

Il campo C

Il campo dei numeri complessi C ¢ storicamente introdotto nell’ambito della teoria
delle equazioni algebriche. Successivamente si rivela fondamentale nell’ambito della
rappresentazione di funzioni di variabili reali.

Un numero complesso, espresso in forma algebrica si scrive: z = a + ib
con: a=Re(z) e b=Im(z) numerireali (a, b €R ).

Il simbolo i indica I’unita immaginaria e per definizione vale = —1.

L’insieme dei numeri complessi formano un campo:

se z=(a+ib) , w=(ct+id) € C

valgono:
z+rw=(@+ib)+(ctid)y=(a+c)+i(b+d) con:a+c, b+ d numer reali;
zw=(a+ib)(c+id)=(ac—bd)+i(ad+ bc) con:ac —bd, ad + bc numeri reali;

con:

clemento neutro rispetto alla somma: z =0 + i0

elemento neutro rispetto alla moltiplicazione: z=1 +i0

elemento inverso rispetto alla somma: z=—a — ib ,

a .

—1
a’ +b*  a*+b?

elemento inverso rispetto alla moltiplicazione: (a+ ib)_1 =



Richiami sul campo dei numeri complessi [3]

Il sottocampo di numeri complessi della forma (a, 0), cio¢: {z t.c.Im(z) =0 },
¢ 1somorfo al campo reale R .

Un’operazione importante su C ¢ I’operazione di coniugazione.
z* ¢ complesso coniugato di z se valgono:

Re{z*} = Re{z}

Im {z*} = —Im{z}.

z*=a —ib ¢ complesso coniugatodiz =a + ib .

Valgono:
(z+w)y*=z*+w*
(zw)*=z*w*
(z/wW)y*=z*/w* .

Inoltre la somma e il prodotto di numeri complessi coniugati (z € z*) sono sempre
numeri reali:

z+z*¥=(a+ib)+ (a—ib) =2a =2 Re{z}

zz¥=(a +1ib)(a —ib) =a’ —iab +iab + b’=a’ + b’

Il coniugato di z ¢ indicato spesso anche con la notazione Zz .



Richiami sul campo dei numeri complessi [4]

Il piano di Gauss

Analogia:

1 numeri reali trovano rappresentazione geometrica nei punti della retta reale;
1 numeri complessi trovano rappresentazione nei punti del piano di Gauss.

iR A
Valgono : (a,b)
Re{z} =a=rcosb :
Im{z} = b =rsind r , I
0
0 IjCOSQ l R

da cui si ricava la forma trigonometrica di z:
z=a+ib =r(cosf+isinb)

C

N = el i)
o= arctan(gj _ arctanﬁfj{@

dett1 rispettivamente modulo e argomento del numero complesso.




Richiami sul campo dei numeri complessi [5]

A partire dalla forma trigonometrica:
z =r(cosf+isinf)

IR A

applicando la relazione di Eulero: oo
el = cos@+isend
s1 trova la forma polare di z: .

z=re? )

rcos 6
con modulo e argomento:

r =N+ =J(Re{z}) +(Im{z})’
o arctan(gj _ arctan@]zg]

Dati: z=r, e , w=r,e"

valgono:

u=zw=r,r,e 0t =yrei¢ u=z/w=_(r;/r,)e 0= =yre¢

con:r=r;r, e p=0+¢ . con: r=r;/r,e p=0-¢ .



Richiami sul campo dei numeri complessi [5]

A partire dalla forma trigonometrica:

: iR A
z =r(cosf+isinf)
a,b
applicando la relazione di Eulero: ( )
el =cos@+isend e” =coswrt+isenr €7 +1=0 (&»&\d\
si trova la forma polare di z: : (6‘5\6‘0 e
P ' RN
z=rel" 7R Q‘b\o. e ®
0 %\0&@0 ) 00& .\0‘3{\%
® So 2%
con modulo e argomento: A s AN\ 6\ W
oS QoM O PG
[ 2 2 RCADRC I 660& 3 s
r=Na“+b :\/(Re{z}) +(Im a © vy o\ 0
W W Q
b a® L p & et
@ = arctan (—j = arct . QC > (0«2;&\0 5.‘00@(5 {6&&6
a W\ <
. @0\6@ o et | @&
L& ((0\}'\ %060 o A
Dat 0 SO 8 of
° x@@“ @\\‘b’ . o‘b«\x éﬁe
AVAgEN 0 .(@%\0. A A
wb o a ¥ . |
U o 60»&'&0 =re'? u=z/w=(r;/ry)e =9 =ype¢

con: 6\6(0 € p=0+¢ . con: r=r;/r, e p=60-¢ .



Richiami sul campo dei numeri complessi [6]
La potenza n-esima di z = r €'? & il numero w = p ¢!? tale che valga w = z".
La potenza n-esima puo essere calcolata a partire dall’equazione :
w =z = (I/' ei@)n = ph ein@
ossia:

w = pe'? con modulo p=r" e argomento @ =né .

La radice n-esima di z = r €' & il numero w = p ¥ tale che valga w" = z.
La radice n-esima puo essere calcolata a partire dall’equazione:

wh :ﬂ1 eingy = rei@

ossia:

o =r

np=60+k2r conk=0,1,2,3,...
da cui:

p= r]/n

o=60/n+k2x/n conk=0, ... ,n—1.

S1 noti che le radici ottenute ponendo k = n, n+1, ... coincidono con le radici ottenute
ponendo k=0, 1,2, ....Lequazione w= z" ammette dunque al piu » radici.



Segnali periodici e loro rappresentazione analitica [1]

Le funzioni circolari
Considerando le due equazioni:

eV = cos(8)+isen(0)

e 0 = cos(0)—isen(6)
la seconda delle quali ¢ derivata dalla prima usando:
cos(—6) =cos(0)

sen(—60)=—sen(0)

e immediato ricavare le note relazioni di Eulero:

i0 —i0
r cos(0) = © +2€
{ . .
el@ _8—16’
0) =
Lsen( ) 5

E’ stato dimostrato che le funzioni seno € coseno possono essere rappresentate come
combinazioni linear1 a coefficienti complessi di funzioni esponenziali complesse...

In tal caso combinazioni linear1 a coefficienti reali di funzioni seno e coseno
trovano tramite le relazioni di Eulero una rappresentazione sul campo complesso...



Segnali periodici e loro rappresentazione analitica [2]

La rappresentazione di una combinazione lineare di funzioni seno € coseno, con a €
b reali non nulli, risulta:

i0 —i60 i0 —i6
acos(9)+bsen(0)=ae e ip€ —.e a,beR
’ ) (a, b)
—(a-ib) S+ (a+ib) S iR’ '
0 2 0 2 5
l —1 —
=pe’¢%+pe"¢ ez K - =
:p(ei(ﬁﬂp) . ei(¢9+(p)J ) %
2 2 T (a,—b)
= pcos(0+¢)
con: p:‘a—ib‘z‘a+ib‘=\/a2+b2

¢ =arg(a—ib)
—p=arg(a+ib)
Ossia nella rappresentazione : a cos(@)+bsen ()= pcos(6+ )

o € 6 sono, rispettivamente, 11 modulo e I’argomento del numero complesso
z=a—1ib, con a e b coefficienti della combinazione lineare 1niziale.



Segnali periodici e loro rappresentazione analitica [3]

Segnali periodici nel tempo
Un segnale ¢ periodico nel tempo se ¢ rappresentato da una funzione f(¢) periodica
ossia se esiste un periodo 7' (con 7> 0) tale che valga:

f(t)=f(t+T) VteR
Un funzione f(¢) periodica di periodo 7 risulta individuata univocamente dalla sua
restrizione su —7/2<t<T/2.

AU

aml —m\J 2\ 32t
Segnali periodici f(¢) con periodo T (7> 0) possono essere sviluppati in serie di
Fourier ossia rappresentati tramite opportune combinazioni lineart di un numero

sufficientemente grande di termini del tipo: sen(no?) e cos(n oot) con n=1,2,3,...
e w=2n/T. Per lo sviluppo 1n serie d1 Fourier vale:

f(t)=co+ 25: | a,cos(not)+b,sen(nwt)]

n=1
con a, € b, parametri determinabili a partire dalla funzione f(¢) analitica.




Segnali periodici e loro rappresentazione analitica [4]

Segnali periodici nello spazio

Un segnale ¢ periodico nello spazio se ¢ rappresentato da una funzione f(x) periodica
ossia se esiste una lunghezza d’onda 4 (con A > 0) tale che valga:

f(x)=f(x+4) VxeR

Un funzione f(x) periodica di lunghezza d’onda A risulta individuata univocamente
dalla sua restrizione su —A4/2 <x < A/2.

J(x)

32 —an\J ) 32 x
Segnali periodici f(x) con periodo A (A>0) possono essere sviluppati in serie di
Fourier ossia rappresentati tramite opportune combinazioni lineart di un numero

sufficientemente grande di termini del tipo: sen(nkx) e cos(nkx) con n=1,2,3,...
e k=2n/A. Per lo sviluppo 1n serie di Fourier vale:

f(x)=c¢o+ Zi | a, cos(nk x)+b,sen(nkx)]

n=1
con a, € b, parametri determinabili a partire dalla funzione f(x) analitica.




Segnali periodici e loro rappresentazione analitica [5]

Segnali sinusoidali ed esponenziali complessi
Un segnale sinusoidale nel tempo si ottiene per dilatazione/compressione e/0

traslazione di una funzione seno con un angolo del tipo (wf + @) :
f(t)=Asen(ot+¢) —o<t<+o
Il segnale sinusoidale puo essere rappresentato geometricamente sul piano cartesiano

(t,f) come la proiezione sull’asse verticale del vettore di modulo A rotante in senso
antiorario con velocita angolare @ e con fase iniziale ¢.

SO
AR

Un segnale cosinusoide ¢ rappresentato dalla proiezione sull’asse orizzontale dello
stesso vettore rotante:

f(t)=Acos(wt+¢)  —co<t<+0
Segnali sinusoidali e cosinusoidali hanno uno sfasamento reciproco paria /2 .




Segnali periodici e loro rappresentazione analitica [6]

Un segnale esponenziale complesso, detto anche fasore, € un segnale della forma:

f()=Cce® —wo<t<+o CeC

Il fasore non ha senso fisico: € un segnale che assume valori complessi € non trova
rappresentazione in funzione del tempo sul diagramma cartesiano (¢, ).

Il fasore (tuttavia) ¢ esprimibile come combinazione di segnali reali cosinusoidali e
sinusoidali. Valgono:

Cel® — 4 b0t _ 4 j@1)) = Acos(wt + @) +i Asen(wt + ¢)

CF o0 _ g i 10 Ae—i(a)t+¢) :Acos(a)t+¢)—iAS€n(601+¢)

Viceversa, piu importante, valgono:

Acos(wt+¢) = g(ei(wtﬂﬁ) N e—i(w’f+¢)) _ %Ceim n %C* oiot

Asen(a)t+¢) zé(ei(a)twﬁ) _e—i(a)t+¢)) iceza)t —lC* —iwt
2i 2i 2i

Le funzione cosinusoidali e sinusoidali reali sono esprimibili come combinazioni
lineari di due esponenziali complessi coniugati (fasori) aventi ugual modulo e
velocita angolari =@ opposte.



Segnali periodici e loro rappresentazione analitica [7]
Sviluppo 1n serie di Fourier di funzioni periodiche nel tempo

La teoria dello sviluppo 1n serie di Fourier tratta essenzialmente di come un segnale

periodico, sotto opportune condizioni di regolarita, possa essere rappresentato
tramite combinazione lineare di segnali esponenziali complessi.

Sia f(¢) una Funzione periodica di periodo P :

,

A AN
vV \/VV\/;V\/ VV\/V

- P=1/v i P=1/v R P=1/v
Vale:

Amplitude

Time

d
> |

\ A

f(t)=cy+ 2i |a,cos(nwt)+b,sen(nwt)]

con a, € b, parametri determinabili a partire dalla funzione f{¥) analitica.

L’analist di Fourier di una funzione f(¢) periodica fornisce dunque 1l contributo
spettrale per ricostruire la funzione su un dominio discreto di frequenze @,=n® con

n grande quanto necessario per riprodurre correttamente la funzione f(7).



Serie di Fourier [1]

[’analisi di Fourier di segnali periodici costituisce 1l primo passo verso la teoria della
Trasformata di Fourier per 1’analisi spettrale di segnali non periodici...

f(¢) periodica

(\ ™M /\ I /\ /\ . Analisi di Fourier

[\ a /™ /\/\.-.__- -
VvV \/ Vv \/ VvV V U\/ \f ( dominio discreto delle v, )

Amplitude

< P=1/v >< P=1/v ) 1

P — 0
(t) non periodica v—>0

P—
J‘ v—>0 1
u.

'JILT' “L"_ i m) dclle Trasformate di Fourier
N crash (dominio continuo delle v )




Sia f (f) un segnale T - periodico che soddisfi le seguenti condizioni di Diriclet:

1. f(¢) deve avere al piu un numero finito di discontinuita nel periodo;

2. f(?) deve avere al piu un numero finito di massimi € minimi nel periodo;

3. f(¢) deve risultare assolutamente integrabile,
ossia deve soddisfare:

J.T (1) dt < +o0
€ s1ano :
gt — n(27/T)t n=0,+1,+2 +13, ...
funzioni periodiche esponenziali caratterizzate da frequenze angolari o, = no.

In tal caso f(¢) puo essere sviluppato in serie di Fourier ed espresso come la
sovrapposizione di z# (con al limite » infinito) armoniche di frequenza @, .

400
. 2 : inwt
= Cn e

n=—00

con coefficienti:

- j+T/2 —ina)t dt
T/2



Serie di Fourier [3]

Sotto le 1potesi viste, vale lo sviluppo 1n serie di Fourier:

+00
. inwt
=3 e

n=—00

con coefficienti:

- j+T/2 —ina)t dt
T/2

[ termini corrispondenti a n = + £, entrambi con frequenza angolare o, = ko,
costituiscono le armoniche di ordine k .

Osservazione 1
Il coeftficiente ¢, € la media temporale del segnale f(¢) calcolata sul periodo T':

/
1 JTT/;
]

Osservazione 2
Se f(¢) € una funzione reale, 1l coefficiente generale ¢, € complesso ed € uguale al
contugato di c_,, vale cio¢ la relazione:

f— *
c,=C_,



Serie di Fourier [4]
Se f(¢) ¢reale, a partire da:

+00
_ inwt
=3 e

n=—0

riarrangiando la somma e sostituendo c¢_, con ¢, si ottiene:

lna)t —inwt
= CO + Z |: _n e :|
zna)t —inwt
2 [ +g e |
lna)t inwt
2 [end" ey

=co+ Z 2Re{cn ei”m}

n=1

MS ||M8 i

Esprimendo ¢, in forma polare ¢, =r, ¢/% si ottiene:

_CO+Z 2Re{ i(not+6, )}:co +22 r,cos (nwt+6,)

n=1

che costituisce la forma trigconometrica combinata della serie di Fourier.



Serie di Fourier [5]

Sviluppando la somma nell’espressione trovata:

(1) =¢g +2i r,cos (nwt+6,)

n=1
e riscrivendo 1 coefficienti nella forma algebrica:
c,=a,—ib, (a,eb,nonnulle real)

r, cosd,

con: a,
b, =—r, smno,

s1 ottiene la forma trigconometrica della serie di Fourier :

f(t)=co+2 i[an cos (nwt)+b, sen (nwt) |

n=1
T/2
— j+ / cos(nwt) dt
T/2
T/2
— j+ / sen(nwt) dt
T/2

che coincide con la formulazione originale data da Fourier.



Serie di Fourier [6]

Dalle espressioni trovate per la forma trigonometrica:

f(t)=cy+2 i[a cos (nwt)+b, sen (nwr) |

+T/2

— j coS na)t) dt
T/2
T/2

— j+ / sen na)t) dt
T/2

¢ immediato verificare che:
nel caso f(¢) sia dispari risulta a, = 0 e la serie € costituita da soli sent:
f(t)=co+2 Z[bn sen (not) |
n=1
nel caso f(¢) sia paririsulta b, = 0 e la serie € costituita da soli cosent:

f(t)=co+2 i[an cos (not) |

n=l1



