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Analisi Matematica 2B

Nome, cognome, matricola: Prgva scritta del 16/6/2022

Esercizio 1 (8 punti) Siano 2 > 0, y > 0 e z > 0 tre numeri reali tali che z +y + z = 4.
Provare che zyz? < 4 e calcolare per quali muneri — se esistono — si ha I'ugnaglianza.

Bisposte: uguaglianza per z = /| y= z= 9 j

Esercizio 2 (8 punti) Sull’insieme A = {(x,y) € R?: |z| < 7, 2% + 4% # 0} si consideri la

1—forma. clifferenziale: )
Y eos sina
W= ;7;&” - ﬁdi‘/'
sin= . + y= sm° x4+ y=

i) Stabilire se w & chiusa in A.

ii) Stabilire se w & esatta in A ed eventualmente calcolarne un potenziale.

r=fw

dove v : [0,27] = A @ la circonferenza. y(t) = (cost,sint), t € [0, 2x].

iii) Calcolare 'integrale

|R;isposte: 1) w chiusn\si no ii) potenziale [ = oy ¢'ev i) I =-977

R?: f(x,y) < 1}.

i) Calcolare integrale

1
I = / log ———— dzdy.
LT )

ii) Calcolare I'integrale

——
[;,z-/ ./10"7(1;1:(11.
SR I CR R

lRisposte: =) 1) Ip = V71T

Esercizio 4 (8 punti) Enunciare ¢ dimostrare il teorema sul cambiamento di variabile per
I'integrale di Lebesgue.

3 ore a disposizione
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Analisi Matematica 2B

Nome, cognome, matricola: Prova scritta del 20/7/2022

Esercizio 1 (8 punti) Si consideri I'inisieme

M={(z,y) eR®: z* + (y2 —1)2 2% =0}

1) Determinare il piu piccolo insieme chiuse ¢ C M tale che M \ C sia una, sottovarietd
differenziabile di RZ.

ii) Dopo aver pmvato che esistono, calcolare i valori massimo e minimo della funzione
F(=,y) = 2% + y? vincolata su M.

LRisposte: 0= (9, 74)¢ ii)ming f = |7 maxa f ----- Db — X3 I

Esercizio 2 (8 punti) Si consideri 'insieme A= {(z,9) eR*:0 <2 +y <2, [z —y| < 1}.
i} Se esiste, calcolare I'integrale e
log(z + y)
I= / —— " dzdy.
A =yl
ii) Se esiste, calcolare I'integrale

/ sin(xx — y) log(x + y)
Iy = :
A Jr—yle

dady

al variare del parametro o € R.

Risposte: i) I = 4 (750 0 =47 DuEr =

Esercizio 3. (8 punti) In R? con le coordinate (z,t) € R? x R consideriamo, _pér 0<r<?2,
Tr={(@t) eR: oP+ ¥ =1e o>+ (t -1)? <12},
T ={(z,t) €R: |z + £ = 1 e a2 + (¢ — 1)% = r°},

Verificare che fra 'area della calotta sferica X, e la lunghezza della circonferenza 'y c'e la
relazione

L(Ty)? = A(S,) (4 — A(S)).

Esercizio 4 (8 punti) -Enunciare e dimostrare il teorema di Poincaré.

3 ore a disposizione
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Analisi Matematica 2B

Nome, cognome, matricola: Scritto del 5/9/2022

Esercizio 1 (8 punti) Calcolare tutti i valori del parametro reale o € R tale che il seguente
insieme M C R? sia una sottovarieta differenziabile di diménsione 1: .

M= {(.'1:, y) € R?: 24 + (¥ —1)2 —z2y? = a}.

Risposte: M sottovarietd per a € (-3, o_) v (o, 1) v ( 1, )

Esercizio 2 (8 punti) Data una funzione ¢ € C'(R), si consideri la 1-forma differenziale w

in R? \ {(0,0)}

Y z : ,
= ;___;f"_('_z}zdx— xfilzd , gt A0

i) Calcolare tutte le ¢ € C*(R) tali che w sia chiusa in R? \ {(0,0)}.
ii) Per ¢ come al punto i), stabilire se w & esatta sull’insieme

A= {(=*—y*zy) eR*: 1,y €R, z > 0}.

IRispost_e: He=kx kel ; ii) w esatta su A si/no Si

)

Esercizio 3 (8 punti) Si sonsideri I'insieme A C R3
A= {(zy,2) € R: /22 +42 < z—zy <1}.
i) Calcolare il volume di A, ovvero -Z3(A).

ii)- Calcolare il seguente integrale:

1422 442
I = — % _dzdydz
L\ Tr G tevae

Risposte: i) £%(A) = 11/3 i) I= 2E (4 _ popp g, (1) )
50—~ = = 7

(48]

Esercizio 4 {8 punti) Enunciare e dimostrare il Teorema della divergenza.

3 ore a disposizione
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Analisi Matematica 2B

Nome, cognome, matricola: Scritto del 22/9/2022

Esercizio 1 (8 punti) Dato il parametro reale o € R si considerino il sottoinsieme di R3
Eq = {(z,y,2) € R®: 2 > a(z?+y?)} elapalla B, = {(z,y,2) € R®: 2?+42+(2—1)2 < r?}.
Dopo averne discusso I'esistenza, calcolare il massimo

Ry =max{r > 0: B, C Ey}.

/
Risposte: Ra =4 pp o £/ /2 Re = (]/c{ = %1-&2)4“ N ol >/‘/rl ‘

Esercizio 2 (8 punti) Sia I' = {(z,y) € R?: (z? + 3?)3 = ¢*}.

i) Determinare il pili piccolo insieme chiuso C' C R? tale che I' \ C sia una sottovarieta
differenziabile di R2.

ii) Parametrizzare I’insieme I" in coordinate polari e rappresentarlo nel piano.

iif) Calcolare 5#1(T), la lunghezza di T. Hﬁ_\

IRisposte: i) C = {(aio)} ; 1i) disegno: —‘%-{—; iii) SPY(T) = 4 ‘%mﬂ'ﬂuﬂ‘lgj‘

A

Esercizio 3 (8 punti) Sia A= {(z,y) €R*:2>0,0<y < 1}.

i) Calcolare tutti i valori di 8 € R tali che converga 'integrale

ii) Calcolare I.

iii) Usare il punto precedente per calcolare 'integrale

/°° 7 /2 — arctan(v'1 + z2)

= dzx.

0 V1+ 2

Risposte: i) converge per 8 € (;'-,-;vo) i) I = _E\_ ‘&Mv\c\ (4) i) I'= T 1 1
u L

Esercizio 4 (8 punti) Richiamare le definizioni di sottovarietd differenziabile di R™ come
luogo di zeri e come parametrizzazione regolare. Enunciare e dimostrare il teorema
sull’equivalenza delle due definizioni.

3 ore a disposizione
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Analisi Matematica 2B

Nome, cognome, matricola: Scritto del 21/11/2022

Esercizio 1 (8 punti) Consideriamo la sfera M = {(m,y,z) eR3:z2 492422 = 1} e la
funzione f: R® = R, f(z,v,2) = e® + e¥ + ¢*. Calcolare :

min e max f.
Mf Mf

|Risposte: miny f = maxy f =

Esercizio 2 (8 punti) Data una funzione ¢ € C1(R), si consideri la 1-forma differenziale w
su A =R?\{(0,0)}

ooz oo yel@)

4, .4
=l oLl r*+y" #0.

i) Risolvere I’equazione differenziale t¢'(t) — 2¢(t) = 0 per t > 0 con condizione iniziale
p(1) =1.
ii) Calcolare tutte le ¢ € C(R) con (1) = 1 tali che w sia chiusa su A. Sugg.: usare i).

iii) Per ¢ come al punto ii), stabilire se w & esatta su A.

Risposte: i) ¢(t) = 5 1i) (t) = ; iil) esatta su A si/no.

Esercizio 3 (8 punti) Per r > 0 si consideri il cubo
Qr={(zy,2) eR®: |z| <, Jy| <, |2| <}
Al variare di o > 0 calcolare il limite

1
Lo = lim — [ log(1l+ z?+ y* + 2%)dzdydz

r—oo 7% Q:

Risposte: Ly = ‘

Esercizio 4 (8 punti) Enunciare i teoremi (senza dimostrazioni) relativi al calcolo di integrali
in piti variabili con le tecniche di: i) Fubini-Tonelli; ii) integrazione per sopralivelli; iii) formula
di coarea; iv) Formula del cambio di variabile. Illustrare i teoremi tramite esempi significativi.

3 ore a disposizione
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Analisi Matematica 2B

Nome, cognome, matricola: _ Scritto def 13/2/2023

Esercizio 1 (8 punti) Per r > 0 si con51der1 il rettangolo A, = {(z,y) eR?:0<z <1, 0<
y < 1}. Calcolare il limite
1

1
= lim — ————dzdy.
'r—lkr(r)l‘f"f' Ar1+$2+y2 =

Risposte: L = 'jT/ 4
[}

Esercizio 2 (8 punti) Sia f : R?2 — R la funzione f(z,y) = log(1 + z2 + %) — zy e dato
« € R si consideri I'insieme T'y = {(z,y) € R? : f(z,y) = a}.
i) E vero che Ty # 0 per ogni a € R?
11) Determinare per quali @ € R I'insieme I', & una sottovarieta differenziabile di R2.
ili) Stabilire per quali o € R I'insieme Iy, & compatto.

)

iv) Stabilire se esiste il minimo nllin g con g(z,y) = zy.

Risposte: i) Ty # 0 per a € IR ii) T, sottovarietd per o € HZ\{D fag_z -1/2 f
 iii) T’y compatto per o € é\; iv) minimo esiste per a € R

Esercizio 3 (8 punti) In R® con le coordinate (z,t) € R? x R consideriama, per 0 < r < 2,

Sr={(z,t) eR®: |zP + 2 =1le |z + (t - 1)® <%},
Tr={(z,) €R®: 2P+ 2 =1e a2+ (t— 1) =r?}.

Verificare che fra l'area della calotta sferica 3, e la lunghezza della circonferenza I, c'& la
relazione
L(Pr)2 = A(%r) (4'” - A(Er)) -

IEispo'ste: L(T;) = 27 \[o%. 2y A(Z,) = Fnt

Esercizio 4 (8 punti) Enunciare e d1mostrare il Teorema della divergenza. Definire tutte le
nozioni rilevanti.

3 ore a disposizione
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