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Obiettivi

Studiare il potere degli algoritmi
Capire quali problemi sono risolvibili da un algoritmo e quali no
In questa lezione iniziamo considerando problemi decidibili
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Il problema dell’accettazione

Problema dell’accettazione: testare se un DFA accetta una
stringa

ADFA = {〈B,w〉 | B è un DFA che accetta la stringa w}

B accetta w se e solo se 〈B,w〉 appartiene ad ADFA

Mostrare che il linguaggio è decidibile equivale a mostrare che
il problema computazionale è decidibile
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Teorema: ADFA è decidibile

Idea: definire una TM che decide ADFA

M = “Su input 〈B,w〉, dove B è un DFA e w una stringa:
1 Simula B su input w
2 Se la simulazione termina in uno stato finale, accetta. Se

termina in uno stato non finale, rifiuta.”

Dimostrazione:
la codifica di B è una lista dell componenti Q,Σ, δ, q0 e F

fare la simulazione è facile
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Teorema: ANFA è decidibile

ANFA = {〈B,w〉 | B è un ε-NFA che accetta la stringa w}

Idea: usiamo la TM M che decide ADFA come subroutine

Dimostrazione:
N = “Su input 〈B,w〉, dove B è un ε-NFA e w una stringa:

1 Trasforma B in un DFA equivalente C usando la costruzione
per sottoinsiemi

2 Esegui M con input 〈C ,w〉
3 Se M accetta, accetta; altrimenti, rifiuta.”

N è un decisore per ANFA, quindi ANFA è decidibile
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Teorema: AREX è decidibile

AREX = {〈R,w〉 | R è una espressione regolare che genera la stringa w}

Idea: usiamo la TM N che decide ANFA come subroutine

Dimostrazione:
P = “Su input 〈R,w〉, dove R è una espressione regolare e w una
stringa:

1 Trasforma R in un ε-NFA equivalente C usando la procedura
di conversione

2 Esegui N con input 〈C ,w〉
3 Se N accetta, accetta; altrimenti, rifiuta.”

P è un decisore per AREX , quindi AREX è decidibile
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Riassumendo. . .

ai fini della decidibilità, è equivalente dare in input alla TM un
DFA, un ε-NFA o una espressione regolare

la TM è in grado di convertire una codifica nell’altra

Ricorda: mostrare che il linguaggio è decidibile equivale a
mostrare che il problema computazionale è decidibile
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Test del vuoto

Negli esempi precedenti dovevamo decidere se una stringa
appartenesse o no ad un linguaggio
Ora vogliamo determinare se un automa finito accetta una
qualche stringa

EDFA = {〈A〉 | A è un DFA e L(A) = ∅}

Puoi descrivere un algoritmo per eseguire questo test?
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EDFA è decidibile

Dimostrazione: verifica se c’è uno stato finale che può essere
raggiunto a partire dallo stato iniziale.

T = “Su input 〈A〉, la codifica di un DFA A:
1 Marca lo stato iniziale di A.
2 Ripeti la fase seguente fino a quando non vengono marcati

nuovi stati:
3 marca ogni stato di A che ha una transizione proveniente

da uno stato già marcato.
4 Se nessuno degli stati finali è marcato, accetta; altrimenti

rifiuta.”
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Test di equivalenza

EQDFA = {〈A,B〉 | A e B sono DFA e L(A) = L(B)}

Idea:
costruiamo un DFA C che accetta solo le stringhe che sono
accettate da A o da B , ma non da entrambi
se L(A) = L(B) allora C non accetterà nulla
il linguaggio di C è la differenza simmetrica di A e B
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EQDFA è decidibile

Dimostrazione:
la differenza simmetrica di A e B è:

L(C ) =
(
L(A) ∩ L(B)

)
∪
(
L(A) ∩ L(B)

)
i linguaggi regolari sono chiusi per unione, intersezione e
complementazione
F = “Su input 〈A,B〉, dove A e B sono DFA:

1 Costruisci il DFA C per differenza simmetrica
2 Esegui T , la TM che decide EDFA con input 〈C 〉
3 Se T accetta, accetta; altrimenti, rifiuta.”
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Problema dell’accettazione

ACFG = {〈G ,w〉 | G è una CFG che genera la stringa w}

Idea: costruiamo una TM che provi tutte le derivazioni di G per
trovarne una che genera w

Perché questa strategia non funziona?
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ACFG è decidibile

Se la CFG è in forma normale di Chomsky, allora ogni
derivazione di w è lunga esattamente (2|w | − 1) passi
Le TM possono convertire le grammatiche nella forma normale
di Chomsky!

Dimostrazione:

S = “Su input 〈G ,w〉, dove G è una CFG e w una stringa:
1 Converti G in forma normale di Chomsky
2 Elenca tutte le derivazioni di 2|w | − 1 passi. Se |w | = 0,

elenca tutte le derivazioni di lunghezza 1
3 Se una delle derivazioni genera w , accetta; altrimenti rifiuta.”
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Test del vuoto

ECFG = {〈G 〉 | A è una CFG ed L(G ) = ∅}

Problema: non possiamo usare S del teorema precedente.
Perché no?
Bisogna procedere in modo diverso!
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Teorema: ECFG è decidibile

Idea: stabilisci per ogni variabile se è in grado di generare una
stringa di terminali

R = “Su input 〈G 〉, la codifica di una CFG G :
1 Marca tutti i simboli terminali di G .
2 Ripeti la fase seguente fino a quando non vengono marcate

nuove variabili:
3 marca ogni variabile A tale che esiste una regola

A→ U1 . . .Uk dove ogni simbolo U1 . . .Uk è già stato
marcato.

4 Se la variabile iniziale non è marcata, accetta; altrimenti
rifiuta.”
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Teorema: EQCFG è decidibile

EQCFG = {〈G ,H〉 | G e H sono CFG e L(G ) = L(H)}

Idea:
Usiamo la stessa tecnica di EQDFA

Calcoliamo la differenza simmetrica di G e H per provare
l’equivalenza

STOP!!!
Le CFG non sono chiuse per complementazione ed
intersezione!
EQCFG non è decidibile!
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Teorema: ogni CFL è decidibile

Domanda:

è facile simulare la pila con una TM
sappiamo che le TM nondeterministiche possono essere
simulate da una TM deterministica

Non basta semplicemente simulare un PDA con una TM?

Quali altre opzioni abbiamo?
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Dimostrazione: ogni CFL è decidibile

Dato un CFL L, sia G la grammatica per L
Costruiamo la TM S che decide ACFG

La TM che decide L è:
MG = “Su input w :

1 Esegui la TM S con input 〈G ,w〉
2 Se S accetta, accetta; altrimenti, rifiuta
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Relazioni tra classi di linguaggi
4.2 UNDECIDABILITY 201

FIGURE 4.10

The relationship among classes of languages

4.2
UNDECIDABILITY

In this section, we prove one of the most philosophically important theorems of
the theory of computation: There is a specific problem that is algorithmically
unsolvable. Computers appear to be so powerful that you may believe that all
problems will eventually yield to them. The theorem presented here demon-
strates that computers are limited in a fundamental way.

What sorts of problems are unsolvable by computer? Are they esoteric,
dwelling only in the minds of theoreticians? No! Even some ordinary prob-
lems that people want to solve turn out to be computationally unsolvable.

In one type of unsolvable problem, you are given a computer program and
a precise specification of what that program is supposed to do (e.g., sort a list
of numbers). You need to verify that the program performs as specified (i.e.,
that it is correct). Because both the program and the specification are mathe-
matically precise objects, you hope to automate the process of verification by
feeding these objects into a suitably programmed computer. However, you will
be disappointed. The general problem of software verification is not solvable by
computer.

In this section and in Chapter 5, you will encounter several computationally
unsolvable problems. We aim to help you develop a feeling for the types of
problems that are unsolvable and to learn techniques for proving unsolvability.

Now we turn to our first theorem that establishes the undecidability of a spe-
cific language: the problem of determining whether a Turing machine accepts a
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regolari

context-free

decidibili

Turing-riconoscibili

Queste non sono solo classi di linguaggi, ma anche classi di
capacità computazionale
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