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La trasformata (bilatera) di

Laplace

Per segnali a tempo continuo




UNIVERSITA

DEGLI STUDI La trasformata di Laplace

DI PADOVA generalizzazione della trasformata di Fourier

z(¢) X(s) :/ z(t)e *'dt

complesso s = g + jw

Im ROC = regione di
: convergenza
:
|
: >
: Re X(jw) é la trasformata di
, Fourier
; esiste se la ROC contiene

I'asse immaginario




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Legame con Fourier

DI PADOVA e regola di inversione

X(t) ) X(o+jw)

F —

k e- ot
ottengo un effetto smorzamento

v

st o0
X(o+jw) (t) = & / X (0 + jw)eitdus

7T—OO

] 1 o+jo0
=5 X(s)e®ds
eO’t J T o—7j00

ma in realta I'antitrasformata € molto
piu flessibile

T
)
DO




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Regioni di convergenza

DI PADOVA trend generale

segnali causali segnali anticausali segnali misti
Im Im Im
1 1 L] |}
! 1 1 1
[} ] 1 ]
1 ] 1 1
! ] 1 ]
1 ] 1 1
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X—X x X X x
1 (R‘e ) (Re 1 1
1 ] 1 ]
1 ] 1 |}
' 1 1 1
1 ] 1 ]
1 1 1 1
! 1 1 1
1 ] 1 1
! 1 1 1
- ; : :
(a) (b) (c)
poli = punti in cui I'espressione
nella ROC la trasformata e una analitica della trasformata diverge

funzione analitica 5



UNIVERSITA

DEGLI STUDI
DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Esercizi

Es 1

Calcolare la trasformata di Laplace per i seguenti segnali
a) I'esponenziale complesso s(t) = esot 1(t)

b) I'esponenziale anticausale s(t) = -esot 1(-t)

c) la combinazione lineare s(t) = estt 1(t) + es2t 1(-t)



Proprieta della trasformata

(bilatera) di Laplace




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Linearita

DI PADOVA della trasformata di Laplace

2(t) =ax(t)+By(t) = Z(s)=aX(s)+ BY(s)

I',oI',Nl,



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Ribaltamento e coniugio

DI PADOVA nella trasformata di Laplace




UNIVERSITA
DEGLI STUDI

DI PADOVA
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UNIVERSITA

DEGLI STUDI Traslazione nel tempo

DI PADOVA induce una modulazione

11



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Modulazione nel tempo

DI PADOVA induce una traslazione nel dominio di Laplace

y(t) = z(t) e = Y(s)= / z(t)e® e dt
= / :E(t)e_(s_SO)tdt
z‘X(s - 30)‘ ‘ I'y =T4% + so

12



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Derivazione in s

DI PADOVA proprieta della trasformata di Laplace

13



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Derivazione in t

DI PADOVA proprieta della trasformata di Laplace

puod cancellare fattori 1/s

2(t) = 4 L/“H“’X( et
Cdt \ 521/, e as

—j0o
1 o+700
= Jor sX(s)eds

J00
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UNIVERSITA

DEGLI STUDI Convoluzione

DI PADOVA induce un prodotto nel dominio di Laplace

z(t)=zxy(t) = Z(s)= /_Z (/: z(u)y(t — u)du) e *tdt
_ /_ Z 2(u) ( /_ Z y(t — u)e—stdt) du

= z(u)Y (s)e™*"du

s
ja

Y& | [Tonon |

PS: integrale nel tempo

y(t) =zx1(t) = |Y(s)=

15



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1
Calcolare la trasformata di Laplace per i seguenti segnali

a)
b)
C)
d)
e)
f)
g)
h)

la sinusoide s(t) = cos(wqt) 1(t)

la sinusoide s(t) = sin(wgt) 1(t)

Il gradino s(t) = 1(t)

il rettangolo s(t) = rect(t)

'impulso s(t) = A §(t)

'impulso traslato s(t) = A §(t-1;)

i segnali s(t) = t< esot 1(t), sfruttando la derivazione in s
Le derivate dell'impulso s(t) = §k)(t)

16



Trasformate di Laplace

razionall




UNIVERSITA

Y Funzioni razionali

DI PADOVA

Versione impropria m=n mappata in versione propria

H(s) =q(s) + r(s) resto

a(s)
/ —n, funzione
=T @S+ ... T dm-nS razionale

To + 718 + 7'282 + ...+ Tn_ls”_l/ propria

delta © le ap + a18 + a98% + ...+ a,s™
sue derivate

quoziente

18
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UNIVERSITA

DEGLI STUDI Funzioni razionali proprie

DI PADOVA ovvero con m<n

b(s)  bo+bis+ bys® + ...+ bys™
a(s) ag+ a8+ axs?+ ...+ a,s"

(s —21)(s —22)...(5 — 2zm)
(s =p1)(s —p2)... (s —pn)

Versione apoliezeri H(s) =K

residuo R; = lim H(s)(s — p;)

S—p;
Con poli semplici (tutti dM \

S—Pl S—Pz ' (S—Pn)

19



UNIVERSITA

BECTliS HD] Versione (generale) a poli multipli

DI PADOVA

residui

molteplicita . |
R,;; = lim H(s)(s — p;)"

d[H(s)(s — p;)"]

R.U'j_lvj — ]'lm

S—Pj ds
1 . dk[H(S) (8 — p])uj]
FRyyjhj = 77 I I

20



UNIVERSITA

DECLI STUDI Antitrasformata causale

DI PADOVA

Im[s]
T.(s — 2) R X X
H(s) = K=" = a2
(5 1_..j(3 — pj)H ZJ: ; (s —pj)* « |
X R:e[s]
Laplace 4§

21



UNIVERSITA

DECLI STUDI BIBO stabilita delle funzioni razionali

DI PADOVA

Una trasformata di Laplace H(s) espressa da una funzione razionale fratta
propria (m<n) corrisponde ad una risposta impusliva h(t) BIBO stabile se e
solo se tutti i poli soddisfano Re[p;]<0

Dimostrazione BIBO stabilita > Re[p;]<0

Sfruttiamo il fatto che h(t) € assolutamente integrabile per mostrare I'esistenza
della trasformata di Fourier. Pertanto 'asse immaginario € incluso nella regione
di convergenza e i poli hanno necessariamente parte reale negativa

Im[s]
H(jw)| = '/ _jwtdt‘ X x
X
< [ I e x
oo Hl,—/
< 00 X VRe[s]
22




UNIVERSITA

DECLI STUDI BIBO stabilita delle funzioni razionali

DI PADOVA

Una trasformata di Laplace H(s) espressa da una funzione razionale fratta
propria (m<n) corrisponde ad una risposta impusliva h(t) BIBO stabile se e
solo se tutti i poli soddisfano Re[p;]<0

Dimostrazione Re[p;]<0 - BIBO stabilita

Sfruttiamo Re[p;]<0 per mostrare che h(t) & assolutamente integrabile
/ |dt<ZZ|R | / tz 1|6p~7t|1 ) dt
_ > “ (2 —1)!
i 1 §R[p_7]t
DOILTY
R;
zz Tl <o
(0 — R[p,])* 23




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1

Calcolare la anti-trasformata di Laplace causale per le seguenti
funzioni razionali fratte

a) H(s) = (s-3)/(s*+2)

b) H(s) = 1/(s3+s2-6s)

c) H(s) = (4s-1)/(2s3-2s?)

24



Trasformata unilatera di

Laplace




UNIVERSITA

DEGLI STUDI La trasformata unilatera di Laplace

DI PADOVA generalizzazione per segnali causali

z(¢) X(s) = /00 z(t)e *'dt

\ 0
complesso s = g + jw

Im

ROC & sempre un
» Semipiano aperto a destra
Re limitato da un polo, non
serve specificarla

R OR A ——



UNIVERSITA

DECLI STUDI Proprieta della trasformata unilatera

DI PADOVA quelle che non variano

Linearita  ax(t) + By(t) — aX(s)+ BY(s)
Ri%nto
Coniugio  z* (t) — X*(S*)

Traslazione :U(t o to) — X(8)6_8t0

con t,>0, x(t) causale

Modulazione — z(t) et = X(s— sop)
Scala gl a) - — aX(as)
Derivazioneins  tr(t) — —X’(S)'

Comvaluzione g y(t)  =>  X(V(s)

27



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Derivazione in t

DI PADOVA proprieta della trasformata unilatera di Laplace

= (lim x(t)e_St) —z(07) + sX(s)

t—00

:| sX(s) — x(O_)‘

'(t) = s(sX(s) — .CU(O_)> —z'(07)
"(t) = s$°X(s) —s%z(07) —s2'(07) —2"(07)
™) =  FX(s)—s"1z(07) — sF 22 (07) — ... — 2% D(07)

28



Soluzione di equazioni

differenziall

tramite la trasformata unilatera di Laplace




UNIVERSITA

BECTliS HD] Sistemi descritti da eq. differenziali

DI PADOVA tipici della fisica

O |0

Equazione aoy(t) + a1y (t) + azy”(t) +... + any(n) (t)
differenziale = box(t) + br'(£) + baz”(£) + ... + bz (™ (t)
Ingresso  x(t),t > 0~

Condizioni iniziali  y(07),%'(07), ...,y 1 (07)

(stato del Sistema)

30



U SITA .
DRGLL STUDY Il filtro RC

DI PADOVA Esempio di equazioni differenziali

R
b= 1
:z:l(t) i(t) \==C y(t)
I

2(t) = Ri(t) + y(1)
it

y'(t) =+

Equazione
differenziale

y(t) + RCy'(t) = =(?)

31



UNIVERSITA

oecu stupt D0luzione tramite trasformata di Laplace

DI PADOVA per sistemi descritti da equazioni differenziali

Equazione (k;) () (¢
differenziale Zbkx Zo iY ()

Trasformata

m
Z brs® X (s) Z by Z 9 (07)s¥~1=¢ unilatera di Laplace
k=1 =0

1=0 =1 5=0

32



Y(s)

UNIVERSITA

oecu stupt D0luzione tramite trasformata di Laplace

DI PADOVA

m
E kak
k=0

= X (s)

Z aisi
1=0
funzione di
trasferimento
H(s)

per sistemi descritti da equazioni differenzial

evoluzione libera, dipendente
dalle condizioni iniziali

(uscita con ingresso nullo x(t)=0)

evoluzione forzata,
dipendente dall'ingresso

X®)1(t)

Ye(t)

h(t)

33



U A cred
DEGLL STUD, BIBO stabilita

DI PADOVA per sistemi descritti da equazioni differenziali

BIBO stabile «» m=n e poli di H(s) con Re[p_i]<0

m n i—1 m k-1

Zbksk ay(J) P Z bkx(e) gh—1-¢
Y(S) = k=0 X(S) s =1 j=0 k=1 /=0

a;s* Z ;s

1=0 i—0
con m<n e poli di H(s) con m=n frazione propria e con
con Re[p i]<0 il filtro poli Re[p_i]<0 lI'evoluzione libera

& BIBO stabile non diverge

34



UNIVERSITA

DECLI STUDI Regime transitorio/permanente

DI PADOVA in condizioni di BIBO stabilita

andamento per t>>0

si spegne per t>>0

m n i—1 m k-1
Zbksk Zzazy(a) gt 17 Zzbkxw gh—1-¢
Y(S) = k=0 X(S) _|_ 1=1 j=0 k=1 ¢=0
az-si Z az-si
=0 i—0
per t>>0 diventa si spegne per t>0

convoluzione senza 1(t)  Perche poli con Re(p;)<0 corrispondono
a esponenziali tk ePt 1(t)

35



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1
Calcolare l'uscita di un filtro RC con ingresso x(t)=A e condizioni

iniziali y(0-)=v,

Es 2
Calcolare l'uscita di un sistema massa-molla descritto

dall’equazione x(t) = k y(t)+m y”’(t) con ingresso x(t)=F, cos(wgt)
e condizioni iniziali y(0-)=yy e y'(07)=vq
y(t)

e

-  F=-ky(t)
36



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 3 ' Provadi Autovalutazione dell’ 1 Giugno 2018

[6 punti] Sia dato il sistema descritto dall’equazione differenziale

y'(t) — /() — 6y(t) = 2'(t) — 3=z(t)
1. Determinare la funzione di trasferimento H(s)
2. Dire se il sistema ¢ BIBO stabile
3. Determinare la risposta forzata con z(t) = 1(t)

4. Dato z(t) = Acos(2m fot + ) - 1(t), e con condizioni iniziali nulle sull’uscita y(t), determinare
il valore di fy (reale positivo) per cui a transitorio esaurito 1’ampiezza di oscillazione sia ridotta
ad  di quella del segnale di ingresso

37



La trasformata Z (bilatera)

Per segnali a tempo discreto




UNIVERSITA

e — | a trasformata Z

DI PADOVA generalizzazione della trasformata di Fourier

complesso  z = re’?

ROC = regione di
convergenza

N | X(eﬂ’) & la trasformata di
Fourier

esiste se la ROC contiene il
cerchio unitario




UNIVERSITA

DEGLI STUDI Legame con Fourier

DI PADOVA e regola di inversione

X(r eif)

wngo un effetto smorzamento

2T

z(n) = — X (re?®)e?®df

X . 0
1

T X( 2"tz
rn j27T

ma in realta I'antitrasformata € molto
piu flessibile

40



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Regioni di convergenza

DI PADOVA trend generale

segnali causali segnali anticausali segnali misti
A1 41 I
1 1 1
/’-~s\\ ,”*‘\ II”:‘ ::\\‘
X \‘ X !I \\‘ R X ',’ !I’ \\‘ \\‘. ‘
\‘\ /,0.5 1 R \ I"o.s 1 S l‘\ ‘\\ 04,5" /:”51 >
~ P -’ ~ - y
~So L - b | X\ \]_— ”’I
X

poli = punti in cui I'espressione
nella ROC la trasformata & una analitica della trasformata diverge
funzione analitica 41



UNIVERSITA

BT S Proprieta della trasformata Z

DI PADOVA le dimostrazioni sono sempre le stesse

Linearita azx(n)+ By(n) = aX(z)+ Y (2)

Traslazione a:(n — no) ——S X(z)z_no

Modulazione pg’x(n) — X(Z/Po)

Derivazione in z na:(n) —> —ZX’(Z) -n zn1

Convoluzione €T * y(n) — X(Z)Y(Z)
42



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1

Calcolare la trasformata Z per i seguenti segnali
a) l'esponenziale complesso x(n) = py" 14(N)
b) l'esponenziale anticausale x(n) = py" 1o(-n)
c) la sinusoide x(n) = cos(fn) 1,(n)

d) la sinusoide x(n) = sin(fn) 1,(n)

Es 2 (fratti semplici)

Calcolare la trasformata Z per i seguenti segnali

a) Xg(n) =-pe"™* 1p(n)

b) x4(n) =(n+1) pe"*= 1o(n)

C) Xy(n) =-"2 (n+1) (n+2) po"*° 1o(n)

d) xi(n)=(-1)*1(n+1) (n+2) ... (n+k) pg"*1** 14(n) / k!

43



UNIVERSITA

DECLI STUDI L a trasformata Z unilatera

DI PADOVA per segnali causali

discreto /\
X(

z) = Z z(n)z™"

\ 0

complesso  z = re’?

ROC = regione di
convergenza

-
~
wv

| . ROC e sempre una regione
che parte da un cerchio

(limitato dalla presenza di un

polo) e si estende all’infinito




UNIVERSITA

meustunt  Proprieta della trasformata Z unilatera

DI PADOVA le dimostrazioni sono sempre le stesse

Linearita azx(n)+ By(n) = aX(z)+ Y (2)

Traslazione z(n—mny) = X(2)z7™ + Z z(m)z~(m+mo)

(m=—ng 1

r(—ng) + z(—(ng — 1))z7 +.. .Y+ z(—1)z" (o~

o0 o0

Z z(n—mng)z " = Z z(m)z~(m+mo)

n=0 m=—ng

Modulazione pgx(n) = X(Z/po)
Derivazioneinz NI (n) —> —ZX’(Z)

Convoluzione €T * y(n) —> X(Z)Y(Z)
45



Soluzione di equazioni alle

differenze

tramite la trasformata Z unilatera




UNIVERSITA

meustunt Olstemi descritti da eq. alle differenze

DI PADOVA ad es, versione discretizzata delle differenziali

y(n)
Z AN

Equazione alle aoy(k) + aly(k _ 1) —+ ...+ any(k — n)
differenze = boiﬁ(k) + b1$(k — 1) + ...+ bmx(k . m)

Ingresso  x(n),n > —m
Condizioni iniziali
(stato del Sistema) y(—k), o ,y(—2), y(—].)

47



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Architettura di sistema
DI PADOVA modello ARMA = auto-regressive moving-average
x(k) TbD Q @ >l » y(k)
1 - | ritardo/
Z Z :
memoria
b1 a1
Q Q
i ’[> | <}‘—i
vl 7
b2 dp
; ’Q T . ap=1
v o v
Ry 8
Z < 71
5
—>|;n E’ —<am —

FIR = finite impulse response lIR = infinite impulse response 48



UNIVERSITA

DECLI STUDI Soluzione tramite trasformata Z

DI PADOVA per sistemi descritti da equazioni alle differenze

3

Equazione alle Z box(k —¥¢) = a; y(k — 1)
differenze i=0

Trasformata Z

Zbgz_eX + i Z bex(§)z~U+Y unilatera

(=0 j=—4¢

n

= Z a;z”'Y (2) + Z Z a;x(k)z=*D

1=0 k=—1

49



Y(z)

UNIVERSITA

oecu stupt D0luzione tramite trasformata di Laplace

DI PADOVA

= X (2)+

funzione di
trasferimento

H(z)

per sistemi descritti da equazioni differenzial

m

(=0 j=—4¢

Z Z bex(j)z~ U0 — Zn: Z a;x(k)z~*+)

1=0 k=—1

n
E a; 2"
i=0

evoluzione libera, dipendente
dalle condizioni iniziali

(uscita con ingresso nullo x(n)=0)

evoluzione forzata,
dipendente dall'ingresso

ye(N)

x(n)1o(n)

h(n)

50



U A cred
DEGLL STUD, BIBO stabilita

DI PADOVA per sistemi descritti da equazioni alle differenze

BIBO stabile « poli di H(z) con |p_i|<1

m m -1 n —1
szz—f Z Z bex(§)z =00 — Z Z a2 (k) 2~ ®+)
Y(z) _ 220 .X(z) 4 =0 j=— _ i=0 k=—i
z a;z"" Z a;z ™"
1=0 1=0
con poli di H(z) con con poli [p_i|<1 (la cui
Ip_i|<1 il filtro & BIBO controparte nel tempo & py¥)
~ stabile 'evoluzione libera non diverge

51



UNIVERSITA

DECLI STUDI Regime transitorio/permanente

DI PADOVA in condizioni di BIBO stabilita

andamento per t>>0

si spegne per t>>0

m m —1 n —1
szz—f Z Z bex(§)z =00 — Z Z a2 (k) 2~ ®+)
Y(z) _ E;O .X(z) 4 =0 j=-— _ i=0 k=—i
z a;z”" Z a; 2"
i=0 i=0
per t>>0 diventa si spegne per t>0

convoluzione senza 1(n) ~ Perche poli con |p;|<1 corrispondono a
esponenziali p;*1y(t)

52



UNIVERSITA

DEGLI STUDI Esercizi

DI PADOVA alcuni risolti assieme, altri per casa

Es 1
Calcolare I'evoluzione del sistema descritto dall’equazione

x(n) =y(n-2) +y(n-1) - 6 y(n)
con x(n) = A 145(n), y(-1)=k4, y(-2)=k,, e la risposta impulsiva h(n)

Es 2
Siano la risposta impulsiva e l'ingresso di un sistema definiti da

h(n) = (1+2n) (-1)" 15(n) + 72 (-72)" 1o(n)
x(n) =7 (-75)" 1o(n)

e le condizioni iniziali siano nulle. Sl chiede di:
1) dire se il sistema € BIBO stabile e se € reale
2) identificare 'equazione alle differenze che lo regola

3) Identificare la risposta forzata e I'evoluzione libera s



