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Proposizione

Sia V/ uno spazio vettoriale su K. Un sottoinsieme non vuoto U di
V' & un sottospazio vettoriale se, e solo se, soddisfa a una delle
seguenti condizioni, tra loro equivalenti.

(I) Presi comunque u, v’ in Ueaec K, ivettori u+ v e au

appartengono a U

(1) Presi comunque vy, uz in U e aj,az in K il vettore
ajuy + axu» appartiene a U.

(I1) Presi comunque uq,un,...,u, in Ue ay,...,a, in K il vettore
ajuy + axuz + - -+ + apup, appartiene a U.
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Spazi vettoriali e sottospazi
(Rielaborazione di note di M. Candilera)
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Alessandra Bertapelle Spazi vettoriali e sottospazi

Definizione e primi esempi

Definizione di Spazio Vettoriale

Definizione

Sia K un campo fissato. Uno Spazio Vettoriale su K & un insieme (non
vuoto) V dotato di due operazioni: somma tra vettori +: V x V — V e
prodotto di un vettore per uno scalare - : K x V — V/, soddisfacenti alle
seguenti proprieta. Per ogni u,v,w in V e ogni a,b in K, si ha

@ (u+v)+w=u+(v+w), o (ab)v = a(bv);

@ esiste 0 € V tale che @ (a+ b)v =av+ bv;

V+0:V:0+V. 0a(v—|—w):av—|—aw;

@ dato v, esiste —v € V tale che

v (V) =0=(-v) +v; ° lv=v.

Q ut+v=v+ u.
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Definizione e primi esempi

Nella definizione e come sempre nel seguito, salvo diverso avviso,
K & un campo qualsiasi. Diamo degli esempi di spazi vettoriali su
un campo K.

@ Sia n > 1 un numero intero fissato. |l prodotto cartesiano di n
copie del campo K,

()

€ un K-spazio vettoriale con le operazioni:

X1 n X1+y1 X1 axi
(:)—1— : = : e a(:):(:).
Xn Yn Xn‘i‘}’n Xn aXn

x; € K, izl,...,n}
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Definizione e primi esempi

@ Sia X un’indeterminata su K. | polinomi a coefficienti in K,
KIX]={a+aX+ +aX"|as €K, ne N}

formano un K-spazio vettoriale con le usuali operazioni:

(ag+ a1 X + -+ apX") + (bo + b1 X + -+ + b X") =
= (a0 + bo) + (a1 + b1)X + - - + (an + bn) X"

clao+ a1 X+ -+ apnX")=cag+ ca1 X + - - - + cap X".

NB: gli a;, b; possono essere 0.
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Definizione e primi esempi

@ Sia U un insieme non vuoto e K un campo. L'insieme
F (U, K) di tutte le funzioni (insiemistiche) definite su U e a
valori in K, & un K-spazio vettoriale con le usuali operazioni
tra funzioni:

(f +8)(x) = f(x) + g(x)

(cf)(x) = c f(x), per ogni x € U.
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Definizione e primi esempi

@ Siano n ed m due numeri interi positivi. Una matrice con m righe e
n colonne ad elementi nel campo K & una tabella

A= (aj)izi<m = | : con aj € K
1<j<n : :

L'insieme M,,«(K) di tutte le matrici con m righe e n colonne ad
entrate nel campo K & uno spazio vettoriale su K con le operazioni:

a11 ... ain bi1 ... b1 aji+bi1 ... ain+bin
aml --- @mn bml bmn am1+bm1 3mn+bmn
ai1 ... din cai1 ... Cain

C —=
amil --- amn cami ... Camn

In particolare, se n =1, M,,»1(K) coincide con lo spazio vettoriale K™
del primo esempio.
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Definizione e primi esempi

@ L'insieme R+ dei numeri reali positivi, € uno spazio vettoriale
reale con le seguenti operazioni: la sommadi x e y in Ryg &
I"'usuale prodotto di numeri reali, xy; e il prodotto di x € R+
per uno scalare a € R & x? = exp(alog x).

Non esempio

L'insieme R? non & uno spazio vettoriale se poniamo le operazioni:
G+ G =) e aB)=(®

Valgono tutti gli assiomi, eccetto I'ultimo.
Infatti, se y # 0, 1(5) = (§) # (3).
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Definizione e primi esempi

Osservazioni

Sia V uno spazio vettoriale su K.
(a) SiaOkx € KeveV,alloraOkxv =0y.
(b) Sia 0y € V e c e K, allora cOy = 0y.

(c) Dato v € V, l'opposto —v € V & unico e —v = (—1)v.

dim. (a) Si ha Oxv = (0 + 0k)v = Okxv + Oxv. Sommando ai
due membri dell’'uguaglianza un vettore —0k v, opposto di Ok v, si
ricava l'uguaglianza 0y = Oxv + 0y = Okv.

(b) Si ha cOy = ¢(0y 4+ 0y) = c0y + c0y. Sommando ai due
membri dell’uguaglianza un vettore —cQy, opposto di cOy, si
ricava Oy = c0y 4+ 0y = c0y,.

(c) vedi corso Algebra. O
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Definizione e primi esempi

Si puo vedere che la commutativita della somma & conseguenza
degli altri assiomi che definiscono uno spazio vettoriale. Infatti,
presi due vettori qualsiasi, u e v in V, si ha

= () + () = (D)) + () =
=(-1)(—-v)+ (-1)(—-v) =u+v.
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Definizione e primi esempi

Osservazione

Sia V uno spazio vettoriale su K. Presi comunque v € Ve c € K,
si ha cv = 0y se, e solo se, ¢ = Ok oppure v = 0y.

dim. Abbiamo gia visto che cv = 0y se uno dei due fattori e nullo.

Viceversa, se cv = 0y e ¢ # Ok, allora esiste cleKe
Oy =c oy =cHev)=(cle)v=1v=v.

Quindi, se ¢ # Ok, allora v = 0y. O
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Sottospazi vettoriali

Sottospazi vettoriali

Definizione

Sia V uno spazio vettoriale su K. Un sottoinsieme non vuoto U di
V' & un sottospazio vettoriale se le restrizioni della somma e della
restrizione per lo scalare di V a U rendono U uno spazio vettoriale.
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Sottospazi vettoriali

Proposizione

Sia V uno spazio vettoriale su K. Un sottoinsieme non vuoto U di
V' e un sottospazio vettoriale se, e solo se, soddisfa a una delle
seguenti condizioni, tra loro equivalenti.

(I) Presi comunque u, v’ in Uea€ K, ivettori u+ v e au
appartengono a U

(I1) Presi comunque uq, up in U e aj, a2 in K il vettore
aiuy + arup appartiene a U.

(I11) Presi comunque vy, up,...,u,in U e ai,...,a, in K il vettore
ajuy + asup + - - - + a,u, appartiene a U.

4

Dobbiamo quindi verificare che le tre condizioni dell’enunciato sono
equivalenti.
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