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Introduzione

Uno spazio vettoriale & un insieme di oggetti (detti vettori) che
si possono sommare e moltiplicare per uno scalare (ossia un
elemento di un campo: Q,R,C,...) e le operazioni +, - godono
di certe proprieta.
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Introduzione

Un po’ di storia.

Les développements et les
applications de la méthode des
équipollences, je les ai écrits en
1832 chez celle qui depuis a été
ma femme chérie, pendant quelle
m’accompagnait travaillant ou
chantant. (Lettera a M. Laisant
Giusto Bellavitis 28/6/1873)

(Bassano del Grappa 22/11/18083,

Tezze sul Brenta 6/11/1880)

Hamilton (1843), Grassmann (1844), ...
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Vettori geometrici

Definizione naif di vettore

Un vettore geometrico € un “ente” dotato di direzione,

lunghezza e verso.

Si considera poi il caso particolare del vettore nullo che non ha
né direzione, né verso e lunghezza 0.
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Vettori geometrici

Segmenti orientati

Dati due punti distinti A e B, un segmento orientato (non
banale) AB € segmento su cui siano fissati nell’ordine I'inizio A

e la fine B.
A B

Si ha AB + BA.

Un segmento orientato banale & del tipo AA (ossia un punto).
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Vettori geometrici

Segmenti equipollenti

Definizione

Due segmenti orientati non banali AB e CD si dicono
equipollenti se sono paralleli, di uguale lunghezza e orientati
concordemente.

Se distinti, essi sono equipollenti se e solo se ABDC € un
parallelogramma.
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Vettori geometrici

Tutti i segmenti orientati banali sono considerati tra loro
equipollenti.

Un segmento orientato non banale non & equipollente ad alcun
segmento orientato banale.

La relazione di equipollenza sull’insieme dei segmenti orientati
e una relazione di equivalenza.
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Definizione
Vettori geometrici

Vettori geometrici

Definizione

Un vettore geometrico e una classe di equipollenza di
segmenti orientati. Preso un segmento orientato AB la sua
classe di equipollenza viene indicata con AB.

Se AB & equipollente a CD allora AB = CD.

0 = AAindica il vettore geometrico nullo, con A un qualsiasi
punto del piano.
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Definizione
Vettori geometrici

Fissato un punto O un qualsiasi vettore geometrico é
rappresentato da un (unico) segmento orientato avente punto
iniziale in O.

Sia V l'insieme dei vettori geometrici.
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Vettori geometrici Operazioni sull’insieme dei vettori geometrici

Somma di vettori geometrici

Definiamo

Regola del parallelogramma: AB + BC = AB + AD &
associato alla diagonale del parallelogramma individuato dai
segmenti AB e AD.
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Vettori geometrici Operazioni sull’insieme dei vettori geometrici

Se uno dei vettori € nullo si ha:
AB1+0=AB=0+AB

perché 0 = AA = BB.

Inoltre,

AB + BA = AA = 0.
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Vettori geometrici Operazioni sull’insieme dei vettori geometrici

Moltiplicazione per uno scalare

TRV =Y, (a,A_B)HaA_B:A_C
ove
@ C=Asea=0,ossia0AB =0,

@ C=AseB=A,ossiaa0=0,
@ sea#0eAB+0ipunti A B, C sono allineati, vale

ol - [|AB|| = ||AC|

e il verso di AC & concorde a quello di ABse a > 0,
discorde altrimenti.
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Vettori geometrici Operazioni sull’insieme dei vettori geometrici

Esempio: a =1/2
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Vettori geometrici Operazioni sull'insieme dei vettori geometrici

Esempio: « = —1/3
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Vettori geometrici Operazioni sull’insieme dei vettori geometrici

Proprieta della somma e del prodotto per uno scalare

(V,+) € un gruppo commutativo ossia

S1) (AB+ BC)+ CD = AB+ (BC + CD) (associativita)
S2) AB+0=AB=0-+AB (esiste el. neutro)
S3) AB+ BA=0=BA+ AB (esiste el. opposto)

S4) AB+ CD = CD+ AB  (commutativita)
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Vettori geometrici Operazioni sull’insieme dei vettori geometrici

e inoltre dati a, 5 € R, valgono

M1) a(BAB) = (a8)AB (associativita)
M2) (a+ B)AB = aAB + BAB  (distributivita)
M3) a(AB+ CD) = aAB+ aCD (distributivita)

— —

M4) 1AB = A
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Definizione

Spazi vettoriali

Definizione di spazio vettoriale

Uno spazio vettoriale su un campo K (ad es. Q, R, C) € un
insieme V dotato di due operazioni

+: VxV -V, (vyw)—v+w e -t KxV =V, (o,v)—av
tali che (V, +) sia un gruppo commutativo e inoltre valgono:

M1) a(Bv) = (af)v (associativita)

M2) (a+ B)v = av + Bv (distributivita)
M3) a(v + w) = av + aw (distributivita)
M4) 1lv=v

per ogni sceltadia,5in Kediv,win V.

Gli elementi di uno spazio vettoriale vengono detti vettori, gli
elementi di K sono detti scalari.
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Esempi
Spazi vettoriali

Y come R-spazio vettoriale

Linsieme dei vettori geometrici V con le operazioni definite
sopra € uno spazio vettoriale sul campo R.
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Esempi
Spazi vettoriali

C come spazio vettoriale

C € un gruppo commutativo rispetto alla +.
Considero -: C x C — C moltiplicazione di C.

Soddisfa le proprieta M1)-M4).
Dunque C é uno spazio vettoriale su se stesso.

Se invece considero R xC — C, (A a+ib)— Aa-+i\b.

Anche questa applicazione soddisfa le proprieta M1)-M4).
Dunque C é pure uno spazio vettoriale su R.
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Esempi
Spazi vettoriali

Spazio vettoriale nullo

Sia 0 = {0}.

Si definiscono:

@0+0=0
@ a-0=0perogniaeKkK.

Con queste operazioni 0 & uno spazio vettoriale, detto spazio
vettoriale nullo, sul campo K.
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Esempi

Spazi vettoriali

Ricordiamo che K", n > 1, indica il prodotto cartesiano di n
copie di K.

Ades.. K' =K, K:=KxK, KI=KxKxK,..

Per convenzione d’ora in poi scriveremo gli elementi di K" in

colonne.
a A
n=1 (a), =2 ( 1), n=3 a |,
ap
as
at
, =)
in generale: :
dn
con a, ag; € K.
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Esempi
Spazi vettoriali

Operazioni sulle n-uple

LK KT s K K x KT K™

aj b ai + by ai aay
ar n bo — a» + bo ’ o ao — aao
an bn an + bn an odn

K™ € uno spazio vettoriale su K.
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Esempi

Spazi vettoriali

Indichiamo con K|x] 'insieme dei polinomi a coefficienti nel
campo K nellindeterminata x. | suoi elementi sono del tipo

ao + aix+---+ apx”

con gli a; € K. Se gli a; sono tutti 0 il polinomio si dice nullo e lo
si indica con 0.

Il grado di un polinomio non nullo p(x) € K[x] € il massimo
indice j per cui a; # 0. Ad esempio:

@ 2 ha grado 0;

@ 1 —x3+ 3x°® hagrado 5;

@ 3 — x? + 0x* + 0x’ ha grado 2.
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Esempi
Spazi vettoriali

Poniamo

+: K[X] x K[x] — K][x],
(ag+...anx" b+ -+ + bmx™) — ag+bg+(ar+by)x+...

'usuale somma tra polinomi e

< KxK[x] — KI[X],
(o, bg + byX + -+ bpx™) = abg + abix + -+ + abmx™
'usuale prodotto di un polinomio per uno scalare.

K[x] con le operazioni appena definite € uno spazio vettoriale
su K.
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Esempi
Spazi vettoriali

Campi finiti: un esempio

Sia Fo = {0, 1} il campo dei numeri binari definito da

+ |
0
1

- O| O
O | =
— Ol e
o O o
—_ O =

Gli spazi vettoriali su F> hanno applicazioni in teoria dei codici.
In Algebra studierete i campi finiti F, con p > 2 primo e piu in
generale Fr.
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Esempi
Spazi vettoriali

Spazi vettoriali di funzioni

Sia A un insieme, K un campo e F = {f: A — K} l'insieme di
tutte le funzioni da A in K (come insiemi). Ad esempio posso
prendere A=No A= K.

Dati f,g € F e A € K qualsiasi posso definire

f+9: A= K, a~ f(a)+9(a)

M:A— K, a— Mf(a))

Risulta che F € uno spazio vettoriale su K.
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